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Organisatorisches (U KW 15)
e Skript (Woche fur Woche) nttps:

//www.imn.htwk-leipzig.de/~waldmann/lehre.html

e Quelltexte aus VL, Diskussion Hausaufgaben

https://gitlab.dit.htwk—-leipzig.de/johannes.
waldmann/cb-ss24 Einschreiben! wird dann private.

e autotool nttps://autotool.imn.htwk—leipzig.de/new/
vorlesung/325/aufgaben/aktuell . Einschreiben!

e Wdhlg: Arbeiten im Pool: $PATH, ghci (9.8.2),
mit git(lab.dit) (ssh-keygen, .ssh/id_rsa.pub)

e Haskell-Too

e Diskussion

ing (caba

Klausur P

, ghc —haddock, :doc)

PS WS23 bei Bedarf

— Typeset by FoilTgX —


https://www.imn.htwk-leipzig.de/~waldmann/lehre.html
https://www.imn.htwk-leipzig.de/~waldmann/lehre.html
https://gitlab.dit.htwk-leipzig.de/johannes.waldmann/cb-ss24
https://gitlab.dit.htwk-leipzig.de/johannes.waldmann/cb-ss24
https://autotool.imn.htwk-leipzig.de/new/vorlesung/325/aufgaben/aktuell
https://autotool.imn.htwk-leipzig.de/new/vorlesung/325/aufgaben/aktuell

Beispiel: C-Compiler

e int gcd (int x, 1nt vy) {

while (y>0) { 1nt z = x3y; X =y, y = z;
return x; }

e gcc —-S -02 gcd.c erzeugt gcd.s:

.L3: movl $edx, %r8d ; cltd ; 1divl sr8d
mov .l sr8d, %eax ; testl sedx, %edx
gle; L3

UJ: was bedeutet c1td, warum ist es notwendig?

J: welche Variable ist in welchem Register?

e identischer (1) Assembler-Code flr
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int gcd_func (1int x, 1nt vy) {
return vy > 0 ? gcd_func (y,x % y) : X;

J

e vollstandige Quelltexte: siehe Repo

e Bsp Java-Kompilation: https://www.imn.
htwk-leipzig.de/~waldmann/etc/safe—-speed/
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Inhalt der Vorlesung

Konzepte von Programmiersprachen

e Semantik von einfachen (arithmetischen) Ausdriicken

¢ lokale Namen, e Unterprogramme (Lambda-Kalku(l)

e Zustandsanderungen (imperative Prog.)

e Continuations zur Ablaufsteuerung

realisieren durch

e Interpretation, ¢ Kompilation

Hi

fsmittel:

"heorie: Inferenzsysteme (f. Auswertung, Typisierung)

e Praxis: Haskell, Monaden (f. Auswertung, Parser)
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Einleitung: Sprachverarbeitung

e Mit Interpreter:

— Quellprogramm, Eingaben
e mit Compiler:

— Quellprogramm ™" Zielorogramm
— Eingaben Zielprogramm Ausgaben

e Mischform:
— Quellprogramm

— Zwischenprogramm, Eingaben Ausgaben
e reale Maschine (CPU) ist Interpreter fir Maschinen-
sprache (Interpretation in Hardware, in Microcode)
e gemeinsam ist: syntaxgesteuerte Semantik (Ausfihrung
oder Ubersetzung)

Interpreter
P Ausgaben

Compiler
2R Zwischenprogramm

virtuelle Maschine
—
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Anwendungen von Techniken des
Compilerbaus

e Implementierung hoherer Programmiersprachen

e architekturspezifische Optimierungen (Parallelisierung,
Speicherhierarchien)

e Entwurf neuer Architekturen (RISC, spezielle Hardware)

e Programm-Ubersetzungen (Binar-Ubersetzer,
Hardwaresynthese, Datenbankanfragesprachen)

o Software-Werkzeuge (z.B. Refaktorisierer)

e domainspezifische Sprachen
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Organisation der Vorlesung

e pro Woche eine Vorlesung, eine Ubung.

e in Vorlesung, Ubung und Hausaufgaben:
— Theorie,
— Praxis: Quelltexte (weiter-)schreiben

e Prufungszulassung: regelmafiges und erfolgreiches
Bearbeiten von Ubungsaufgaben

e PrUfung: Klausur (120 min, keine Hilfsmittel)
Bei Interesse und nach voriger Absprache: Ersatz eines
Teilles der Klausur durch vorherige Hausarbeit
z.B. Reparaturen an autotool-Aufgaben oder anderem
open-source-Projekt (Ihrer Wahl), bei denen Techniken
des Compilerbaus angewendet werden
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Beispiel: Interpreter f. arith. Ausdrucke

data Exp = Const Integer
| Plus Exp Exp | Times Exp Exp
deriving ( Show )

exl :: EXp
ex]l =
Times ( Plus ( Const 1 ) ( Const 2 ) ) ( Const 3

value :: Exp —> Integer

value x = case x of
Const 1 —> 1
Plus x y —> value x + value y
Times X y —> value x x value y

das ist syntax-gesteuerte Semantik:
Wert des Terms wird aus Werten der Teilterme kombiniert

)
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Beispiel: lokale Variablen und Umgebungen

data Exp = ... | Let String Exp Exp | Ref String
ex?2 :: ExXp
ex?2 = Let "x" ( Const 3 )
( Times ( Ref "x" ) (Ref "x" ) )
type Env = ( String —> Integer )
extend n we =\ m ~-> if m == n then w else e m
value :: Env —-> Exp —-> Integer
value env x = case x of

Ref n —> env n
Let n x b —> value (extend n (value env X) env) Db
Const 1 —> 1
Plus x y —> value env x + value env y
Times x y —> value env x % value env y
test?2 = value (\ _ —> 42) ex?
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Bezeichner sind Strings — oder nicht?

e ... | Let String Exp Exp — wirklich?
e esgilt type String = [Char], also
— einfach verkettete Liste von Zeichen
— mit Bedarfsauswertung (lazy Konstruktoren)
e das ist
— ineffizient (in Platz und Zeit)
— egal (far unseren einfachen Anwendungsfall)
— gefahrlich (wenn man es fir andere Anwendungen
Ubernimmt)
e deswegen jetzt schon Diskussion ...

— von alternativen Implementierungen
— und wie man diese versteckt
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Datentypen fur Folgen (von Zeichen)

e type String = [Char]: einfach verkettet, lazy: ist in
den allermeisten Fallen unzweckmalf3ig

e data Vector a:Array (d.h., zusammenhangender
Speicherbereich, deswegen effiziente Indizierung) mit
kostenlosem slicing (Abschnitt-Bildung)

e data Bytestring:~ Vektor von Bytes (d.h., flr rein
binaren Datenaustausch)

e data Text (aus Modul Data.Text) efficient packed,
Immutable Unicode text type, (d.h., Zeichen = Bytefolge)

e Modul Data.Text .Lazy: lazy Liste von (strikten)
Text-Abschnitten, fir Stream-Verarbeitung
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Verstecken von Implementierungsdetails

e Implementierung direkt sichtbar:

data Exp = ... | Let Text Exp Exp
e Verschieben der Implementierungs-Entscheidung:
type Id = Text; data Exp = ... | Let Id EXr

bleibt aber sichtbar (t ype-Deklarationen werden bel
Kompilation immer expandiert)

e \Verstecken der Entscheidung:
modul Id (Id) where data Id = Id Text
exportiert wird Typ-Name, aber nicht der Konstruktor
der Anwender (Importeur) von Id sieht Text nicht

e data-Deklaration mit genaue einem Konstruktor:
erstetzen durch newtype Id = Id Text
dieser kostet gar nichts (keine Zeit, keinen Platz)
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Verwendung standardisierter Namen
¢ alle benotigten Funktionen (einschl. Konstruktoren) flr Id
implementieren und exportieren (es sind nicht viele)
eqld: :Id->Id->Bool; eglId (Id s) (Id t) = s ==t

e diese spezifischen Namen will sich keiner merken =
verwende standardisierte Typklassen, Bsp.

instance Eg Id where (Id s) == (Id t) = s ==t

der Importeur von 1d sieht den Namen (==) bereits, well
er in Prelude definiert ist

e wenn die Implementierung einer standardisierten Klasse
eine einfache Delegation ist, kann sie vom Compiler
erzeugt werden

newtype Id = Id Text deriving Eqg
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Einsparung von Konstruktor-Aufrufen

® —— Implementierung des Konstruktors
import qualified Data.Text as T

fromString: :String->Id; fromString s = Id (T.pack s)

—— Anwendung:
foo :: Id ; foo = fromString "bar"

e der Schrelbaufwand wird verringert durch

—— beil Implementierung:

import Data.String;

instance IsString Id where fromString = T.pack
—— bel Anwendung:

{-# language OverloadedStrings #-}

foo :: Id ; foo = "bar"

String-Literale sind dann dberladen = Compiler setzt
fromString vor jedes ("bar"=fromString "bar")
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Ubung (Haskell)
e Wiederholung Haskell

— Interpreter/Compiler: ghci http://haskell.org/
— Funktionsaufruf nicht £ (a, b, c+d), sondern
f a b (c+d)
— Konstruktor beginnt mit Grof3buchstabe und ist auch
eine Funktion

e Wiederholung funktionale
Programmierung/Entwurfsmuster

— rekursiver algebraischer Datentyp (ein Typ, mehrere
Konstruktoren)
(O0O: Kompositum, ein Interface, mehrere Klassen)
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— rekursive Funktion

e Wiederholung Pattern Matching:

— beginnt mit case ... of, dann Zweige

— jeder Zweig besteht aus Muster und Folge-Ausdruck

— falls das Muster paf3t, werden die Mustervariablen
gebunden und der Folge-Ausdruck auswertet
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Ubung (Interpreter)

e Benutzung:

— Beispiel fir die Verdeckung von Namen bei
geschachtelten Let

— Beispiel dafur, daf3 der definierte Name wahrend seiner
Definition nicht sichtbar ist

e Erweiterung:
Verzweigungen mit C-ahnlicher Semantik:

Bedingung ist arithmetischer Ausdruck, verwende 0 als
Falsch und alles andere als Wahr.

data Exp = ...
| If Exp Exp Exp
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Ubung (effiziente Imp. von Bezeichnern)

e welche Operationen auf 1d werden benotigt?

— Konstruktion (fromString)
— Gleichheit
— Ausgabe (nur fir Fehlermeldungen!)

o fir newtype Id = Id Text deriving Eq:
wie teuer ist Vergleich? wie konnte man das verbessern?

o flr type Env und extend wie angegeben: wie teuer ist
das Aufsuchen des Wertes eines Namens in einer
Umgebung, die durch n geschachtelte extend entsteht?
wie konnte man das verbessern?

Hinwels: mit Env als Funktion: gar nicht.
Welcher andere Typ konnte verwendet werden?
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Inferenz-Systeme

Motivation
e inferieren = ableiten
e Inferenzsystem I, Objekt O,
Eigenschaft I - O (in I gibt es eine Ableitung fur O)
e damit ist I eine Spezifikation einer Menge von Objekten

e man ignoriert die Implementierung (= das Finden von
Ableitungen)

e Anwendungen im Compilerbau:

Auswertung von Programmen, Typisierung von
Programmen
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Definition
ein Inferenz-System I bestenht aus
e Regeln (besteht aus Pramissen, Konklusion)

Schreibweise £

e Axiomen (= Regeln ohne Pramissen)
eine Ableitung fur F bzgl. I ist ein Baum:

e jeder Knoten ist mit einem Objekt beschriftet
e jeder Knoten (mit Vorgangern) entspricht Regel von I
o Wurzel (Ziel) ist mit F' beschriftet

Def: I - F' : <= 4 I-Ableitungsbaum mit Wurzel F..
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Regel-Schemata

e um unendliche Menge zu beschreiben, benotigt man
unendliche Regelmengen

e diese mochte man endlich notieren

e ein Regel-Schema beschreibt eine (mglw. unendliche)
(7, )

(z —y,9)

e Schema wird instantiiert durch Belegung der
Schema-Variablen

Menge von Regeln, Bsp:

Bsp: Belegung x — 13,y +— 5
(13,5)

ergibt Regel (3. 5)
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Inferenz-Systeme (Beispiel)

e Grundbereich = Zahlenpaare Z x Z

e AXiom:

(13,5)

(z,y) (z,y)

e Regel-Schemata: ,
(z—yy) (z,y—x)

e Qilt 7+(1,1)7

e U: Beziehung zu einem alten Algorithmus (friih im
Studium, frah in der Geschichte der Menschheit)
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Primalitats-Zertifikate

e Satz:p € P <= 3g: g ist primitive Wurzel mod p:
6% gt 6%, ..., gP~ % ist Permutation von [1,2,...,p — 1]
let {p 7;, g = 3}

in map (‘mod' p) $ take (p-1) $ iterate (xg) 1
[11312161415]
|gl - P1,-- -, 9k - Pk
g:p |
fallsp— 1 =¢;* - ¢,F und Vi : g?P~D/% £ 1 mod p

e Vaughan Pratt, Each Prime has a Succinct Certificate,
SIAM J. Comp. 1975

e es folgt P € NP N co-NP, aber P not known to be in P

e Inferenzrege

e Agrawal, Kayal, Saxena: Primes is in P, 2004
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Inferenz von Typen

e spater implementieren wir das, als statische Analyse im
Interpreter/Compiler,

fZTlﬁTQ,ZEZTl
fCI?ITQ

e Bsp. fir Verwendung eines Inferenzsystems: Manuel
Chakravarty, Gabriele Keller, Simon Peyton Jones, Simon
Marlow, Associated Types with Class, POPL 2005

Absch. 4.2 (Fig. 2) Grundbereich: OT'-e¢e: o

means that in type environment I' and instance
environment © the expression e has type o

(v:0)el
Ol+v:o

jetzt geben wir nur die Regel an:

Bsp. fUr ein Regelschema: (var)

— Typeset by FoilTgX — 29



Inferenz von Werten

e Grundbereich: Aussagen wert(p, z) mit p € Exp , z € Z

data Exp = Const Integer
| Plus Exp Exp | Times Exp Exp

e Axiome: wert(Constz, z)

e Regeln:
wert( X, a), wert(Y, D) wert( X, a), wert(Y, D)
wert(Plus X Y,a+0b) wert(Times X Y,a-b)

e das ist syntaxgesteuerte Semantik:

far jeden Konstruktor von p € Exp
gibt es genau eine Regel mit Konklusion wert(p, .. .)
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Umgebungen (Spezifikation)
e Grundbereich: Aussagen der Form wert(FE, p, 2)
(in Umgebung E hat Programm p den Wert z2)
Umgebungen konstruiert aus ) und E[v := b

wert(E, X, a),wert(E,Y,b)

Regeln fur Operatoren A
* ned P wert(E,P1lus XY, a + b)

e Regeln fir Umgebungen
wert(FE, v, b)

far /
wert(E[o = b.0.0)  wert(Ejv = bl v.0) V7Y

wert(E, X, b), wert(E|v := ], Y, c)

e Regeln fur Bindung: Wert(E letv=XinY. C)
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Umgebungen (Implementierung)
Umgebung ist (partielle) Funktion von Name nach Wert
Realisierungen: type Env = String —-> Integer
Operationen:

e cmpty :: Env leere Umgebung

e lookup :: Env —-> String -> Integer
Notation: e(x)

e extend :: String —-> Integer -> Env —-> Env
Notation: e|v := z|

Beispiel
lookup (extend "y" 4 (extend "x" 3 empty)) "x"
entspricht ([ := 3]y := 4])z
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Ubung
1. Primalitats-Zertifikate

e welche von 2, 4, 8 sind primitive Wurzel mod 1017

¢ vollst. Primfaktorzerlegung von 100 angeben

e ein vollst. Prim-Zertifikat fir 101 angeben.

e bestimmen Sie 2(101-1/5 1m0d 101 von Hand
Hinweise: 1. das sind nicht 20 Multiplikationen,
2. es wird nicht mit riesengrof3en Zahlen gerechnet.

2. Geben Sie den vollstandigen Ableitungsbaum an far die
Auswertung von

let {x = 5} 1in let {y = 7} 1n X
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Semantische Bereiche

e bisher: Wert eines arithmetischen Ausdrucks ist Zahl.

o jetzt erweitern (Motivation: if-then-else mit richtigem Typ):

data Val = ValInt Int
| ValBool Bool

e typische Verarbeitung:

value env xXx = case x of
Plus 1 r —>
case value env 1 of
ValInt 1 —>
case value env r of
ValInt r —>
ValInt ( 1 + 7]

)
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Continuations

e Programmablauf-Abstraktion durch Continuations:

with int :: Val —> (Int —-—> Val) —-> Val
wilith int v k = case v of

ValInt 1 -—> k 1

_ —> error "expected ValInt"

k Ist die continuation (die Fortsetzung im Erfolgsfall)

e eben geschriebenen Code refaktorisieren zu:

value env X = case x of
Plus 1 r —>
with int ( value env 1 ) $ \ 1 —->
with_int ( value env r ) $ \ 7 —>

ValInt (1 + 3 )
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Aufgaben

1. Bool im Interpreter
e Boolesche Literale
e relationale Operatoren (==, <, 0.a.),
e Inferenz-Regel(n) fUr Auswertung des If
e Implementierung der Auswertung von if/then/else mit

wilith bool,
2. Striktheit der Auswertung
e einen Ausdruck e :: Exp angeben, fur den

value undefined e eine Exception ist (zwel
mogliche Grinde: nicht gebundene Variable,
Laufzeit-Typfehler)

e Mit diesem Ausdruck: diskutiere Auswertung von
let {x = e} 1n 42
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3. bessere Organisation der Quelltexte
e Cabalisierung (Quelltexte in src/,
Projektbeschreibungsdatei cb . cabal), Anwendung:
cabal repl USW.
e separate Module flr Exp, Env, Value,
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Unterprogramme

Beispiele

e in verschiedenen Prog.-Sprachen gibt es verschiedene
Formen von Unterprogrammen:

— Prozedur, sog. Funktion, Methode, Operator, Delegate,
anonymes Unterprogramm

¢ allgemeinstes Modell:

— Kalkul der anonymen Funktionen (Lambda-Kalkul),

— Typeset by FoilTgX —

40



Interpreter mit Funktionen

e abstrakte Syntax:

data Exp =
| Abs { par :: Name ,
| App { fun :: Exp ,

e konkrete Syntax:
let { £ =\ x —> x * x }
e konkrete Syntax (Alternative):

let { £ X = x * x } in

body

arg ::

in

f

(£ 3)

f (£ 3)

— Typeset by FoilTgX —

41



Semantik (mit Funktionen)

e erweitere den Bereich der Werte:

data Val

= ... | ValFun ( Val —-> Val )

e erweitere Interpreter:

value Env —> Exp —> Val
value env x = case x of
| Abs n b -> _ | App £ a —> _
e Mit Hilfsfunktion with fun :: Vval ->

e Testfall (in konkreter Syntax)

let { x
in

— 4} in let { f=\y —> x * y )
let { x =5} in f x
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Let und Lambda

e let { x = A } in O
kann Ubersetzt werden In

(\ x —> Q) A

e let { x = a , vy =Db } 1in Q

wird Ubersetzt in ...

e beachte: das ist nicht das 1et aus Haskell
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Mehrstellige Funktionen
... simulieren durch einstellige:

e mehrstellige Abstraktion:

\ Xy z —> B := \x —> (\y —> (\z —> B
e mehrstellige Applikation:

fPOR D= ((£ P) Q) R

(die Applikation ist links-assoziativ)
e der Typ einer mehrstelligen Funktion:

Tl —> T2 —> T3 —-> T4 .- =
Tl —> (T2 -> (T3 —-> T4))

(der Typ-Pfeil ist rechts-assoziativ)

) )
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Semantik mit Closures

e bisher: valFun ist Funktion als Datum der Gastsprache

value env X = case x of
Abs n b —> ValFun S \ v —>
value (extend n v env) Db

App £ a —>
with_fun ( value env £ ) $ \ g —>
with val ( value env a ) $ \ v —> g v

e alternativ: Closure: enthalt Umgebung env und Code b

value env X = case x of
Abs n b —-> ValClos env n b

App £ a —>
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Closures (Spezifikation)

e Closure konstruieren (Axiom-Schema):

wert(E, An.b, Clos(E,n, b))

e Closure benutzen (Regel-Schema, 3 Pramissen)

Wert(Ela fa ClOS(E27 Uz b))?
wert(Ey, a,w), wert(Es[n := w], b, r)
wert(Eq, fa,r)

e U: Inferenz-Baum fiir Auswertung des vorigen Testfalls
(geschachtelte Let) zeichnen

e ...o0der Interpreter so erweitern, daf3 dieser Baum
ausgegeben wird
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Rekursion?

e Das geht nicht, und soll auch nicht gehen:
let { x =1 + x } 1n X
e aber das hatten wir doch gern:

let { £ =\ x —> 1f x > 0
then x » £ (x -1) else 1
} 1in £ 5

(nachste Woche)

e aber auch mit nicht rekursiven Funktionen kann man
interessante Programme schreiben:
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Testfall (2)

x) }
1}

let { t £ x = £ (f

in let { s x = x +
in t ttt s 0

e auf dem Papier den Wert bestimmen

e mit selbstgebautem Interpreter ausrechnen

e mit Haskell ausrechnen

¢ in JS (node) ausrechnen
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Reprasentation von Fehlern

e Fehler explizit im semantischen Bereich des Interpreters
reprasentieren (anstatt als Exception der Gastsprache)

data Val = ... | ValErr Text

e strikte Semantik: valErr niemals in Umgebung (bei
Let-Bindung oder UP-Aufruf)

e U: realisieren durch Aufruf (an geeigneten Stellen) von

with val :: Val -> (Val -> Val) —> Val
with _val v k = case v of
ValErr @ —-> v
-> k v
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Ubungen

1. eingebaute primitive Rekursion (Induktion Gber
Peano-Zahlen):

implementieren Sie die Funktion

fold :: r > (r —> r) —> N —> ¢

Testfall: fold 1 (\x —-> 2xx) 5 == 32

durchdata Exp = .. | Fold .. undneuen Zweig
IN value

Wie kann man damit die Fakultat implementieren?
2. alternative Implementierung von Umgebungen

e bisher type Env = Id -> Val
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o jetzt type Env = Data.Map.Map Id Val oder
Data.HashMap

Messung der Auswirkungen: 1. Laufzeit eines Testfalls, 2.
Laufzeiten einzelner UP-Aufrufe (profiling)
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Lambda-Kalkul (Wdhlg.)

Motivation
1. Modellierung von Funktionen:

e intensional: Fkt. ist Berechnungsvorschrift, Programm

e (extensional: Fkt. ist Menge v. geordneten Paaren)
2. Notation mit gebundenen (lokalen) Variablen, wie in
e Analysis: [a*dx,d ,_,k’

e LogikiVr € A:Vy e B: P(z,y)

e Programmierung:
static i1int foo (int x) { ... }
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Der Lambda-Kalkul

e ISt der Kalkul fur Funktionen mit benannten Variablen
e Alonzo Church, 1936 ... Henk Barendregt, 1984 ...

e die wesentliche Operation ist das Anwenden einer
Funktion:
(Az.B)A —3 Blx .= A]
Beispiel: (Ax.xxx)(3+2) =5 (3+2) % (3 + 2)

e Im reinen Lambda-Kalkll gibt es nur Funktionen

(keine Zahlen, Wahrheitswerte usw.)
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Lambda-Terme

e Menge A der Lambda-Terme
(mit Variablen aus einer Menge V):

— (Variable) wenn x € V,dannx € A
— (Applikation) wenn FF € A; A € A,dann (FFA) € A
— (Abstraktion) wenn xz € V. B € A, dann (\x.B) € A

Beispiele: x, (Ax.x), ((x2)(yz)), (Az.(Ay.(Az.((z2)(yz2)))))

e verklrzte Notation (Klammern weglassen)
- (...((FA)Ay) ... A,)) ~ FA1Ay. .. A,
- Ax1.(Azo. ... (Axp.B)...) ~ Ax129. .. 2. B

mit diesen Abkulrzungen simuliert (Axy...z,.B)A;... A,
eine mehrstellige Funktion und -Anwendung
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Eigenschaften der Reduktion

e — 5 auf A ist nicht terminierend (es gibt Terme mit
unendlichen Ableitungen)

W = Arv.xx,Qd =WW.

e es gibt Terme mit Normalform und unendlichen
Ableitungen, KIQ mit K = Axy.x, I = Ax.x

o — 3 auf A ist konfluent

VA,B,CGA:A%EB/\A%ECiHDEA:B%;
D/\C%%D

e Folgerung: jeder Term hat hochstens eine Normalform
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Beziehung zur Semantik des Interpreters

o \-Kalkul: Rel. — 3 substituiert Variablen im Term
schwache Reduktion: wie — 3, aber niemals unter A

unser Interpreter: realisiert schwache Reduktion, Regeln
far wert(E, X, w) speichern Substitutionen in Umgebung

e ein Zusammenhang wird hergestellt durch Kalkdile fiir
explizite Substitutionen,

Pierre-Louis Curien: An Abstract Framework for
Environment Machines, TCS 82 (1991),
https://doi.org/10.1016/0304-3975(91)90230-Y

Abadi, Cardelli, Curien, Levy: Explicit Substitutions, JFP
1991, nhttps://doi.org/10.1017/S0956796800000186,
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Daten als Funktionen

e Simulation von Daten (Tupel)
durch Funktionen (Lambda-Ausdricke):

— Konstruktor: (D1, ..., Dy) := As.sDy... Dy
— Selektoren: st := \t.t(A\d; ... dy.d;)

es gilt s¥(Dy, ..., Dy) —% D;
U: Gberprifen fir k = 2

e Anwendungen:

— Modellierung von Listen, Zahlen
— Auflosung simultaner Rekursion
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Lambda-Kalkul als universelles Modell

e Wahrheitswerte:
True := Azy.x, False := Azy.y
e Verzweigung: if b then x else y := bxy
e naturliche Zahlen als iterierte Paare (Ansatz)
(0) := (True, Ax.xz); (n+ 1) := (False,n)
e 55 ist partielle Vorganger-Funktion: s3(n + 1) = n
e Verzweigung: if a = 0 then z else y := s*axy
e U: nachrechnen. U: das geht sogar mit (0) = \z.x

e Rekursion?
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Fixpunkt-Kombinatoren (Motivation)
e Beispiel: die Fakultat

f =\ x —> if x=0 then 1 else x*f(x-1)
erhalten wir als Fixpunkt einer Fkt. 2. Ordnung

g =\ h x —> if x=0 then 1 else x * h(x—1)
f = fix g —— d.h., £ =g £

o U:g(\2.2)7,U: fix g 7

e Implementierung von fix mit Rekursion:

fix g = g (fix g)

e s geht aber auch ohne Rekursion. Ansatz: fix = AA,
dann fix g = AAg = g(AAg) = g(fix g)
eine Losung ist A = A\xy. ...
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Fixpunkt-Kombinatoren (Implementierung)

e Definition (der Fixpunkt-Kombinator von Turing)
O = (Azy.(y(zzy)))(Azy.(y(zzy)))

e Satz: Of —} f(Of), d. h. ©f ist Fixpunkt von f

e Folgerung: im Lambda-Kalkul kann man simulieren:

— Daten: Zahlen, Tupel von Zahlen
— Programmablaufsteuerung durch:
+ Nacheinander,ausfuhrung®:
Verkettung von Funktionen
x Verzweigung,
x* Wiederholung: durch Rekursion (mit Fixpunktkomb.)
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Lambda-Berechenbarkeit
Satz: (Church, Turing)

Menge der Turing-berechenbaren Funktionen
(Zahlen als Worter auf Band)

Alan Turing: On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem, Proc. LMS, 2 (1937) 42 (1) 230—-265
https://dx.doi.org/10.1112/plms/s2-42.1.230

— Menge der Lambda-berechenbaren Funktionen
(Zahlen als Lambda-Ausdrlcke)
Alonzo Church: A Note on the Entscheidungsproblem, J. Symbolic
Logic 1 (1936) 1, 40—41

= Menge der while-berechenbaren Funktionen
(Zahlen als Registerinhalte)
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Kodierung von Zahlen nach Church
ec:N—=A:n— Afz.f"(x)
mit f(x) == z, " () == f(f"(2))
einHaskel:c n £ x = iterate £ x !! n

e Decodierung:d e = e (\x —> x+1) 0

e Nachfolger: s(c,) = c,1 fUr s = Anfzx.f(nfx)
1. auf Papier beweisen, 2. mit leancheck prifen
benutze check $ \ (Natural x) -> ...

e Addition: plus ¢, ¢, = coyp fUr plus = Aabfx.af(bfx)
e implementiere die Multiplikation, beweise, prufe

e Potenz: pow ¢, ¢y, = ¢ fUr pow = Aab.ba
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Ubung Lambda-Kalkiil (1)

e die Fakultat (z.B. von 7) ...
— in Haskell (ohne Rekursion, aber mit
Data.Function. fix)
— In unserem Interpreter (ohne Rekursion, mit
Turing-Fixpunktkombinator ©)
— in Javascript (ohne Rekursion, mit ©)

e Kodierung von Wahrheitswerten und Zahlen (nach
Church)

— Implementiere Test auf 0: iszero ¢, = If n = 0 then
True else False

— Implementiere Addition, Multiplikation, Fakultat
ohne If, Eq, Const, Plus, Times
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— far nOtzliche Ausgaben: das Resultat nach valInt
dekodieren (dabei muf3 P1us und Const benutzt
werden)
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Ubung Lambda-Kalkaiil (Il)

folgende Aufgaben aus H. Barendregt: Lambda Calculus

e (Abschn. 6.1.5) gesucht wird F' mit Fxy = FyxF.
Musterlosung: es gilt F' = \xy.FyxF = (A fxy.fyxf)F,
also FF =0(\fzy.fyxf)

o (Aufg. 6.8.2) Konstruiere K> ¢ A" (ohne freie Variablen)

mit K*°x = K (hier und in im folgenden hat = die
Bedeutung (—5 U — ;)"

e Konstruiere A € A’ mit Az = zA

e beweise den Doppelfixpunktsatz (Kap. 6.5)
VF,G:3dA,B: A=FABANB =_GAB
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e (Aufg. 6.8.17, B. Friedman) Konstruiere Null, Nulltest,
partielle Vorgangerfunktion fur Zahlensystem mit
Nachfolgerfunktion s = Ax.(x) (das 1-Tupel)

e (Aufg. 6.8.14, J. W. Klop)

X = Aabcde f ghijklmnopgstuvvxyzr.

r(thisisa fixedpointcombinator)

Y=X"=X...X

27

Zeige, dal3 Y ein Fixpunktkombinator ist.
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Fixpunkte

Motivation
Das ging bisher gar nicht:
let { £ =\ x —> 1f x > 0
then x » £ (x -1) else 1

} 1n £ 5
Losung 1: benutze Fixpunktkombinator
let { Theta = ... } 1n

let { £ = Theta ( \ g —> \ x —> 1f x > 0
then x » g (x — 1) else 1
} 1n £ 5
Losung 2 (spater): realisiere Fixpunktberechnung im
Interpreter (neuer AST-Knotentyp Fix)

)
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Existenz von Fixpunkten
Fixpunktvon f :: C' — C'istz :: C mit fx = x.

Existenz? Eindeutigkeit? Konstruktion

?

Satz: Wenn C pointed CPO und f stetig,

dann besitzt f genau einen kleinsten

e CPO = complete partial order = vol
Halbordnung

e complete = jede monotone Folge besitzt Supremum (=

kleinste obere Schranke)
e pointed: C hat kleinstes Element L

—iXpunkt.

standige

U (Wdhlg) Def. obere Schranke, Supremum
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Beispiele f. Halbordnungen, CPOs

Halbordnung? pointed? complete?

o <aufN

o <auf NU {+o0}

e <auf{zr|xzeR,0<z<1}
e <auf{z |2z Q,0<x <1}
e Teilbarkeit auf N

e Prafix-Relation auf >*

o {((z1,51), (T2, 92)) | (w1 < 2) V (y1 < y2)} auf R>

o {((z1, 1), (w2,92)) | (w1 < w2) A (y1 < 32) } auf R?
e Relation C auf {{A},{B},{A, B}}

¢ identische Relation id,; auf einer beliebigen Menge M
e {(L,x)|lzeM }}Uidyyauf M, ={L}UM
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Stetige Funktionen
f ist stetig :=

e fist monoton: x <y = f(x) < f(y)
e und fur monotone Folgen [z, x4, . . .| gilt:

f(supl|zg, 1, . ..]) = sup|f(xy), f(x1),...]
Beispiele: in (NU {+o0}, <)

o xr — 42 ist stetig
o r — Ifx < +oothen xz + 1 else +
o r — If £ < +00 then 42 else +¢

Satz: Wenn C pointed CPO und f : C — C stetig,
dann besitzt f genau einen kleinsten Fixpunkt . ..

Beweis: . ..und dieser ist sup[L, f(L), f*(L),...]
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CPO auf Menge von Funktionen

e Menge der partiellen Funktionen von B nach B:
C' =(B— B)

e partielle Funktion f : B — B
entspricht totaler Funktion f : B — B,

e (' geordnetdurch f < g <— Vx e B: f(x) < g(x),

wobel < die vorhin definierte CPO auf B
e f < g bedeutet: g ist Verfeinerung von f

e Das Bottom-Element von C' ist die uberall undefinierte
Funktion. (diese heif3t auch L)
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Funktionen als CPO, Beispiel
e der Operator F' =

\ g —> ( \ x —> 1f (x==0) then O
else 2 + g (x — 1)

ist stetig auf (N — N) (Beispiele nachrechnen!)
o |terative Berechnung des Fixpunktes:

) Uberall undefiniert
FL = {(0,0)}

F(FL) = 1(0,0),(1,2);
F°L = {(0,0),(1,2),(2,4)}

esupl...,FFL,...]={(x,22) | x € N}

)
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Welche Funktionale sind stetig?

e die Erfahrung (der Programmierung mit rekursiven
Funktionen) lehrt: alle Operatoren
\g —> \x -> .. g .. sind stetig.

e denn die Semantik der (von uns bisher benutzten)
AST-Konstruktoren bildet stetige Ftk. auf stetige Fkt. ab

e U: (\z.ifz = Lthen42else 1) ist nicht stetig.

e Diskussion: eine solche Funktion kann nicht die Semantik
eines Programmes sein, well das Halteproblem nicht
entscheidbar ist
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Fixpunkte und Laziness

e Fixpunkte existieren in pointed CPOs.
— (Maschinen-) Zahlen: nicht pointed
(arithmetische Operatoren sind strikt)
— (Haskell-) Daten (Listen, Baume usw.): pointed:
(Konstruktoren sind nicht strikt)
— Funktionen (Unterprogramme):

Abstraktion () ist nicht strikt, in jeder Sprache!
e Beispiele in Haskell:

fix £ = f (fix £f)

xs = fix $ \ zs —> 1 : zs

g = fix $ \h —> \x -> if x==0 then 1 else xxh(x-1)
e in Sprachen mit strikter Semantik tblicherweise:

keine rekursiven Daten, aber rekursive Unterprogramme

— Typeset by FoilTgX — 79



Fixpunktberechnung im Interpreter

e Erweiterung der abstrakten Syntax:
data Exp = ... | Rec Name Exp
e Beispiel

ADPD
(Rec g (Abs v (1f v==0 then 0 else 2 + g(v-1))))

5

e Bedeutung: Rec x B ist Fixpunkt von (Az.B)

wert(E, (Az.B)(Rec = B),v)
wert(FE,Rec x B, v)

e U: verwende Let statt App (Abs . .)

e Semantik:

e U: das Beispiel mit dieser Regel auswerten
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Arithmetik mit Bedarfsauswertung

o Uber Q hat f = Az.1 4+ x/4 einen Fixpunkt (4/3),
aber sup, f*L = 1, weil die Operationen strikt sind.
e wirklich? Kommt auf die Reprasentation der Zahlen an!
Op. auf Maschinenzahlen sind strikt. — Aber:
e Zahl als lazy Liste von Ziffern (Bsp: Basis 2)
x=plus (l:repeat 0) (0:0:x)=11,0,1,0,1,0..]
e U: bestimme y =2 —1aus 2 = (1+y)?
d.h., als Fixpunkt von \y.(1 — y*)/2
e Kombiniere https://citeseerx.ist.psu.edu/
viewdoc/summary?doi=10.1.1.32.4249 (Jerzy

Karczmarczuk 1998), http://joerg.endrullis.de/
publications/productivity/

— Typeset by FoilTgX — 81


https://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi=10.1.1.32.4249
https://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi=10.1.1.32.4249
http://joerg.endrullis.de/publications/productivity/
http://joerg.endrullis.de/publications/productivity/

Simultane Rekursion: letrec
e Beispiel (aus: D. Hofstadter, Godel Escher Bach, 1979)

letrec { £f =\ x —> 1f x == 0 then 1
else x — g(f(x-1))
, 9 =\ x —> if x == 0 then O

else x — f(g(x—-1))
} 1in £ 15

Bastelaufgabe: fir welche x gilt f(z) # g(x)?
e weitere Beispiele:

letrec { vy = x » x, x =3 + 4 } 1n x — V
letrec { £ =\ x —> .. £ (x-1) } in £ 3
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letrec nach rec (falsch)
e Plan: mit Lambda-Ausdricken fur Konstruktor, Selektor

LetRec [(nl,x1), .. (nk,xk)] vy
=> ( rec t ( let nl = selectl t

nk = selectk t

in tuple x1 .. xk ) )
( \ nl .. nk —> v )
e benutzt (x1,...,zp)f = fx1... 23

e terminiert nicht, die Auswertungsstrategie des
Interpreters ist daflir zu eifrig (eager)

e LOsung: tuple direkt unter rec t,
let .. tuple .. =tuple (let ..) (let ..)
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letrec nach rec (richtig)
e Teilausdrlcke (flr jedes 1)

selectk t

let { nl = selectl t, .. nk
} 1n x1

aquivalent vereinfachenzut (\ nl .. nk -> xi)

¢ letRec [(nl,x1), .. (nk,xk)] vy
=> ( rec t
( tuple (£t ( \ nl .. nk -> x1 ))

(t (\nl .. nk —> xk )) ))
( \ nl .. nk —> v )

e U: implementiere letrec {f = , g = _} in £ 15
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Ubung Fixpunkte
1. Limes der Folge F*(L) fir

F h =\ x —-—> 1f x > 23 then x - 11
else h (h (x + 14))

2. Ist F' stetig? Gib den kleinsten Fixpunkt von F' an:

F h = \ x —> 1f x > 2 then 1 + h(x-2)
else 1f x == 1 then 1 else h((4) - 2

Hat F' weitere Fixpunkte?

3. C' = Menge der Formalen Sprachen tber > = {a, b},
halbgeordnet durch C. ist CPO? pointed?
g:C—C:L—{e}U{a}-L-{b} iststetig? Fixpunki(e)?
h:C—C:L—{alUL-{b}-(X*\L)
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4. in der Relation C auf {{A},{B},{A, B}}: geben Sie eine
stetige Funktion an, die zwei verschiedene kleinste
Fixpunkte besitzt.

Ist das eine Widerspruch zum CPO-Theorem?

5. Geben Sie Argumente aus dieser Diskussion wieder:
... distinguish bindings that are self-referentially recursive
from non-recursive bindings https://github.com/
ghc—proposals/ghc—proposals/pull/401 (O.
Charles, 8. Febr. 2021)
Vergleichen Sie mit 1et (rec) in OCaml (Primarquelle
angeben, d.h., Sprachstandard)
FOr Haskell-Lickentext-Aufgaben in autotool: um die
Benutzung von Rekursionsmustern zu erzwingen, ware
es nutzlich, beliebige Rekursion zu verbieten.
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