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Kapitel 1

Vorwort

Zitiert aus Bollobas: Modern Graph Theory [Bol98|:

... Ein weiterer Grund fiir die Bedeutung der Graphentheorie im Lehr-
plan ist ihr Status als derjenige Zweig der reinen Mathematik, der der
Informatik am n#chsten ist — wovon beide Disziplinen profitieren. Ei-
nerseits ist die Graphentheorie eine der Grundlagen der theoretischen
Informatik, andererseits sind Fragen aus der Informatik und anderen
Anwendungsgebieten von grofiem Einfluf auf die Richtung, in der sich
die Graphentheorie weiterenwickelt. Wir werden jedoch ... Anwendun-
gen nicht betonen, sondern Graphentheorie als aufregenden Zweig der
reinen Mathematik présentieren, voller eleganter und innovativer Ideen.

Ich hoffe, dafl der (Horer) die Schonheit und Wichtigkeit der wesent-
lichen Resultate und Beweise schétzen lernen wird. Fiir den werdenden
Graphentheoretiker ist es jedoch der Kampf mit ungeziahlten harten Auf-
gaben genauso wichtig. (... ) Den meisten Problemen auflerhalb der rei-
nen Mathematik fehlt es an klarer Struktur und offensichtlicher Lésungs-
methode. Darin stimmen sie mit vielen Problemen der Graphentheorie
iiberein: zu ihrer Losung braucht man originelle Einfélle und Geschick.
Deswegen werden sich die Miihe, die man zu ihrer Losung aufwendet, und
die Féahigkeiten, die man dabei erwirbt, nicht nur in der Graphentheorie
selbst, oder in anderen Bereichen der Mathematik auszahlen, sondern
auch in weiteren Wissenschaften.
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Kapitel 2

Einleitung

(Vorlesung vom 11. 4. — Literatur: jedes Graphentheoriebuch, Abschnitt 1)

2.1 Definition

Graph, Knoten, Kanten
Nachbarschaft G(z), Knoten-Grad deg(z)

2.2 Pridikate

isomorph ==, Teilgraph C, induzierter Teilgraph

2.3 Elementare Graphen

vollstandig (Clique) K, unabhingig (leer) E,, Pfad P,, Kreis C,,.

2.4 Operationen

Vereinigung U, disjunkte Summe +, Produkt %, Komplement G.
selbst-komplementére Graphen (Aufgabe).

Einschrankung G |y
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2.5 Beweismethode: double counting

(Literatur: [Bol98], Abschnitt ?7)

Satz 1. Wenn |E| > |V[*/4, dann K3 C G.

Beweis: nye p(degz + degy) < n und Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

Definition 2. FEin ebener Graph ist eine Zeichung eines Graphen in der FEbene.
Fiir ebenes G bezeichnet F(G) die Menge der Linder von G.

Jede Zeichnung enthilt genau ein unendliches Land (den umgebenden Ozean).

Satz 3 (Euler). Fir zusammenhdngende ebene Graphen gilt |V| + |F| — |E| = 2.

Beweis durch Induktion nach |F|.

Definition 4. Ein Graph heifit planar (plitt-bar), wenn er eine ebene Zeichnung
besitzt.

Beispiel 5. K, ist planar.
Definition 6. girth(G) (Taillenweite) ist kleinstes k mit Cy, C G.

Satz 7. Fiir zusammenhdngende planare Graphen G mit |V| > 3 und girth(G) = ¢
gilt: |[E| < g(|[V]—2)/(9 — 2).

Beweis: summiere fiir alle Lander die Anzahl der Kanten.

Anwendungen: K5, F5 x F3, Petersen-Graph sind nicht planar.
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Kapitel 3

Baume

(Vorlesung vom 25. 4. — Literatur: [Wes01], Abschnitte 1.2, 2.1, 2.2)

3.1 Wege, Pfade, Zusammenhang

Definition 8. Ein Weg in G ist eine Folge (x1, s, . ..xx) von Knoten, so daff V1 <
i < k:zzipn € E(G). Ein Pfad in G ist ein Weg iber paarweise verschiedene
Knoten. (Wir nennen diese Folge einen x1 — xy-Weg bzw. -Pfad.)

Aufgabe 9. Zerlege K,, in kanten-disjunkte P,. Zerlege K, in kanten-disjunkte C,.
(Fiir welche n ist das mdglich?)

Definition 10. Knoten u und v sind verbunden in G, geschrieben u ~g v, falls
ein u, v-Pfad in G existiert.

Satz 11. Fiir jedes G ist ~¢ eine Aquivalenzrelation auf V(G).
Bemerkung zum Beweis (Transitivitét): falls wir einen « — y-Pfad und einen y — 2-

Pfad haben, diirfen wir diese nicht einfach hintereinanderkleben, da dadurch nur ein
Weg, aber kein Pfad entsteht. Wir benutzen aber

Satz 12. Wenn es einen u — v-Weg in G g¢ibt, dann auch einen u — v-Pfad.
Proof. Falls der Weg kein Pfad ist, dann enthélt er einen Knoten x mehrfach, d. h.

die Folge hat die Form w ...z ...z ...v. Dann schneiden wir das Stiick zwischen den
beiden x weg. O

Definition 13. Die Aquivalenzklassen von V(G) beziiglich ~¢ heiflen Zusammen-
hangskomponenten.

Definition 14. Der Graph G heiffit zusammenhéngend, wenn er nur eine Zusam-
menhangskomponente besitzt.
Die Anzahl der Z-Komponenten nennen wir (nur fiir diesen Abschnitt) z(G).

Definition 15. FEin Hamiltonkreis in G ist ein Kreis C' durch alle Knoten von G (d.
h. V(C) = V(G) und E(C) C E(G)). Die Menge aller Graphen mit Hamiltonkreis
nennen wir HC.
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Es ist bekannt, daf8 die Frage G € HC schwer zu entscheiden ist (HC ist NP-
vollstandig). Es gibt jedoch einige notwendige Kriterien, zum Beispiel:

Satz 16. Wenn G € HC, dann gilt fir alle 0 # S CV(G) : 2(G — S) < |S|.

Proof. Weil C C G, gilt 2(G—S) < z(C —S). Ein Kreis zerfillt aber durch Loschen
von k Knoten in hochstens & Komponenten. O

Aufgabe 17. Beweise durch Angabe einer geeigneten Menge S: Der Herschel-Graph
hat keinen HC:

3.2 Baume

Definition 18. G heifit Wald, wenn G kreisfrei ist.
G heifit Baum, wenn G ein zusammenhdngender Wald ist.

Diese Baume sind also nicht gerichtet, und haben keine ausgezeichnete Wurzel.

Satz 19. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. G ist Baum
2. G ist minimal zusammenhdngend,
3. G ist maximal kreisfres,

4. zu je zwei Knoten z,y € V(G) gibt es genau einen z — y-Pfad.

Hierbei bedeutet Minimalitit: jeder G' mit V(G') = V(G) und E(G') C E(G) ist
nicht zusammenhéngend. (Entsprechend fiir Maximalitét.)

Aufgabe 20. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. G ist Baum,
2. G ist zusammenhdingend und |E| = |V| — 1,
3. G ist kreisfrei und |E| = |V| — 1.
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3.3 Spannbidume

Definition 21. Graph G’ ist aufspannender Teilgraph von G,
falls V(G") = V(G) und E(G") C E(G).

Definition 22. Graph T ist Geriist (spanning tree) von G,
falls T Baum und T aufspannender Teilgraph von G.

Satz 23. Jeder zusammenhdngende Graph besitzt ein Geriist.

Beweis-Idee: 16sche solange Kanten, bis ein Baum iibrigbleibt.

(Spéter behandeln wir eine Verallgemeinerung: es ist zusétzlich eine Kantenbewer-
tung f : E(G) — N gegeben, und man sucht ein Geriist mit kleinstmoglichen
Gesamtkosten.)

Satz 24. Fir alle Geriiste T und T' von G gilt: fiir jedes e € E(T)\ E(T") existiert
eine € E(T')\ E(T), so daf T — e+ €' ein Geriist fiir G ist.

Vorstellung: Durch das fehlende e geht T kaputt, aber durch e’ wird er repariert.

Proof. Wir nennen e = zy. Der Graph T — e besteht aus zwei Komponenten V,, V,
mit x € V,,y € V,. Weil T" ein Geriist ist, gibt es in 7" (genau) einen x — y-Pfad.
T = 21,%,...,% = y. Dann existiert ein ¢, fiir das z; € V,,2;11 € V. Wir nehmen
6, = ZiRi+1- O

Das Shannon-Switching-Game ist ein Spiel fiir zwei Personen (Connector (rot) und
Cutter (blau)). Gespielt wird auf einem Graphen G, mit zwei ausgezeichneten Kno-
ten s,t. Die Kanten von G sind zunéchst alle schwarz. In einem Spielzug darf:

e der Cutter eine schwarze Kante blau farben,

e der Connector eine schwarze Kante rot farben.

Beide ziehen abwechselnd, der Cutter beginnt. Der Connector gewinnt, sobald es
einen roten s — ¢-Pfad gibt. (ansonsten gewinnt Cutter).

Satz 25 (Lehmann). Connector hat eine Gewinnstrategie genau dann, wenn es G
zwet kantendisjunkte Geriiste besitzt.

Proof. Wenn die Geriiste existieren, dann gewinnt Connector so: wihrend des Spiels
gibt es immer zwei Geriiste T, T” fiir GG, die nur rote oder schwarze Kanten enthal-
ten, und die keine gemeinsamen schwarzen Kanten besitzen. Nach Spielregel 16scht
Cutter immer eine schwarze Kante, und nach Satz 24 kann Connector das durch
eine rote Kante reparieren.

Aufgabe 26. Vervollstindige den Beweis. Wie gewinnt Cutter, wenn die disjunkten
Geriiste nicht existieren?

0
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3.4 Graceful Labellings

Definition 27. Fiir einen Graphen G heifit eine Abbildung (labelling) f -V —
{0,1...,|E|} graceful, wenn f injektiv ist und {|f(u)—f(v)| : uwv € E} ={1,2,...,|E|}.

d. h. alle Differenzen an den Kanten sind paarweise verschieden.

Definition 28. FEin Graph G heifit graceful, wenn fiir thn eine graceful labelling f
ezistiert.

Beispiel: K} ist graceful, benutze f(V) = {0,1,4, 6}.
Beispiel: Jeder Pfad ist graceful, numeriere so: 0, (n — 1), 1, (n — 2),2, (n — 3),....

Das ist nur ein Spezialfall von:

Definition 29. Fin Baum T heifst Raupe (caterpillar), falls nach Lioschen aller
Bldtter von T ein Pfad entsteht.

Aufgabe 30. Jede Raupe ist graceful.

Das wiederum ist nur ein Spezialfall von:

Vermutung 31. Jeder Baum ist graceful.

Diese Vermutung ist seit ca. 1970 offen. Das kann doch gar nicht sein, denkt man.
Daf} es nicht so leicht ist, sieht man z. B. hier:

Aufgabe 32. Jeder vollstindige bindre Baum ist graceful.

Schon der néachste Schritt ist unklar:

Definition 33. Ein Pfad ist eine 0-Raupe. Ein Baum T ist eine (k + 1)-Raupe,
wenn nach Ldéschen aller Bldtter von T eine k-Raupe entsteht.

Aufgabe 34. Sind 2-Raupen graceful?

Definition 35. Fin Baum T mit Wurzel x heifst grad-reguldr, falls Vy,z € V(T) :
dist(z, y) = dist(z, z) = deg(y) = deg(z).

Beispiel 36. Jeder Pfad ist grad-requlir. Jeder vollstindige bindre Baum ist grad-
requldr.

Satz 37. Jeder grad-requlire Baum besitzt ein graceful labelling, bei dem die 0 in
der Wurzel steht.
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(Vorlesung vom 2. 5.)

3.5 Minimale Geriiste und Wege

Literatur: [Wes01] Abschnitt 2.3 und 8.2, [Bra94] Kapitel 4.
Gegeben: zshg. Graph G = (V, E), Kantengewichte ¢ : E — Q.
Fir G' C G setzen wir ¢(G) = > _,c ey c(€).

Definition 38. T ist c-minimales Gerist von G, falls T Geriist von G und fiir alle
Geriiste T' von G gilt: ¢(T) < ¢(T").

Satz 39. Fiir Graphen G, Kostenfunktion ¢, Menge U C V(G): fiir jede Kante e
zwischen U und V(G) \ U mit minimalem Gewicht gilt: G besitzt ein c-minimales
Geriist, das e enthdlt.

Proof. Sei T irgendein minimales Geriist von G mit e ¢ T. Dann enthilt T U e
einen Kreis. Auf diesem liegt eine weitere Kante e’ zwischen U und V(G) \ U, so
da T =T Ue \ € ein Geriist von G ist. Es gilt ¢(T") < ¢(T). O

3.5.1 Kruskal

Algorithmus von Kruskal (1956). Eingabe (G, ¢).

Wir berechnen eine Folge S; von spannenden Teilgraphen von G mit ) = E(Sy) C
E(S1) C ... C E(S,) C E(G). Dabei ist (genau) S,, zusammenhéngend.

Jedes S C G definiert die Menge cut(S) aller Kanten von G, die zwischen verschie-
denen Zusammenhangskomponenten von S verlaufen. Wir setzen S;;; = S; U e;,
wobei e; eine c-minimale Kante aus cut(S;) ist. (Beachte: cut(Sy) = E(G).)

Satz 40. Fir jeden zusammenhdingenden Graphen G gilt: es gibt solche Folgen, und
fiir jede so konstruierte Folge gilt: S, ist c-minimales Geriist von G.

Proof. Solange Sy nicht zusammenhingt, ist cut(Sg) # 0, die Folge 148t sich also
verlédngern.

S, ist nach Konstruktion zusammenhingend, kreisfrei und spannt G auf.

Minimalitét folgt aus Satz 39 und den folgenden Betrachtungen zu Matroiden. [

Laufzeit: Kanten nach Gewicht sortieren: O(|E|log|E|), Komponenten bestimmen
und schrittweise vereinigen (union-find-Struktur).
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3.6 Greedy-Algorithmen

Eingabe: eine endliche Menge U (Universum), eine Kostenfunktion ¢ : U — Qso,
ein Mengensystem S C 2V mit ) € S.

Ausgabe: eine Menge M € S.

Wir konstruieren Folgen U;, M; mit 0 < ¢ < |U| durch:
My =0,Uy =U.

x; € U; mit ¢(x) maximal unter {c(z) : z € U;}.

Ui—|—1 =U; \xi, Mi_|_1 = wenn M; Ux; € S dann M; U x; sonst M;.

3.7 Matroide
Whitney (1935) fiir Graphen, MacLane (1936) fiir geometrische Gitter, van der
Waerden (1937) fiir Vektorrdume.

Definition 41. Fin Mengensystem S C 2V heifit erblich, wenn YM € S,M' C M :
M eS.

Satz 42. Fir erbliche Mengensysteme S C 2V sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent, wobei M = {A: A€ S,—~3IB € S: A C B} das System der mazimalen
S-Mengen bezeichnet:

1. (Uniformitdt) fir alle C CU: alle A€ M, A C C sind gleichgrofs.
2. (Vergriferung) wenn A,B € S und |A| < |B|, dann 3x € B\ A: AUz € S.

3. (Greedy) Fir jede Kostenfunktion ¢ : U — Qso endet jede Greedy-Folge in
eine c-optimalen Menge A € S.

Definition 43. Jedes erbliche Mengensystem S C 2V, das eine (und damit alle)
der obigen Bedingungen erfiillt, heifst Matroid

Beispiele:

o fiir fixierten Graph G: nimm U = E(G), und M € S <= M ist kreisfreie
Kantenmenge.

e Fiir Vektorrdume U: nimm M € S <= M ist linear unabhéngig.

Aufgabe 44. erbliches Mengensystem S C 2V ist Matroid <= (Basis-Tausch)
fir ABe M:Ve€ AA\Blye B\A: A—x+ye M.

Definition 45. Der S-Rang rank(E) einer Menge E C U ist max{|M| : M C
E,M € S}.

Satz 46. Wenn S C 2V ein Matroid ist, I seine mazimalen Mengen, und rank seine
Rang-Funktion, dann gilt:

1. (Einschlieffung) 0 < rank A < |A|,
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A€l < |A| =rank A,
(Monotonie) A C B = rank A < rank B,

rank A < rank(AU {z}) <rank A +1

(Submodularitat) fir X,Y C U: rank(X NY) 4 rank(X UY) < rank(X) +
rank(Y).

Satz 47. Wenn eine Funktion 1 : 2V — N die Figenschaften (Einschliefung), (Mo-
notonie), (Submodularitit) erfillt, dann ist S = {A CU | |A| =r(A)} ein Matroid.

Aufgabe 48. In Vektorrdumen kénnen wir zu jeder Menge A die Menge aller Li-
nearkombinationen von Vektoren aus A bilden.

Definiere allgemeine fiir Matroide S C 2V einen Hiill-Operator hull : 2V — 2V der
diese als Speziallfall enthdlt. Benutze die rank-Funktion von S.

Postulieren einige Eigenschaften von hull.
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3.8 Union-Find-Strukturen

Beim Algorithmus von Kruskal ist es wichtig, schnell zu entscheiden, ob eine Kante
zwei verschiedene Komponenten verbindet, oder einen Kreis innerhalb einer Kom-
ponente erzeugt.

Das Interface der Struktur ist:

data Pool s = ... -- Menge von Komponenten (Mengen)

units :: Set s -> Pool s -- alles Einermengen

find :: Pool s -> (s, s) —-> Bool -- beide in gleicher Komponente?
unite :: Pool s -> (s, s) -> Pool s -- verschmelze beide Komponenten.

Ein schlechte Losung wére Pool s = Set (Set s), denn dann ist find aufwendig
(man muf} den Punkt erst suchen).

Eine Tabelle (FiniteMap) zu verwalten, die jeden Knoten auf die Nummer seiner
Komponente abbildet, liefert schnelles find, aber beim Verschmelzen von zwei Kom-
ponenten hitten wir dann fiir alle Punkte der einen Komponente diesen Eintrag zu
dndern, also langsames unite.

Besser ist folgendes: jede Komponente ist ein (gerichteter) Baum, und
find p (u, v) = root pu == root pv

wobei root p u der Wurzelknoten fiir die Komponente von w ist. Diesen finden
wir durch Verfolgen der Zeiger (jedes Knoten zu seinem Vater). Bei unite p (u,v)
machen wir root p u zum neuen Kind von root p v.

Die Laufzeit fiir unite ist damit konstant 1, und die von find ist proportional zur
Ho6he der Baume. Wenn wir immer den kleineren an den gréfieren héngen ( root p u
an root p v oder root p v an root p u), ist diese aber nur logarithmisch in der
Knotenzahl. (Wir miissen dazu in jedem Knoten die Grofle des Teilbaums mitfiihren,
dessen Wurzel er ist, und das bei unite aktualisieren.)

Man kann weitere Verbesserungen erzielen, wenn man bei jedem find die Pfade
komprimiert, d. h. von jedem Knoten auf einem Pfad (vom gesuchten Knoten) zur
Wurzel den Vater-Zeiger direkt auf die Wurzel setzt.

Einzelheiten dazu [CLRI1].
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3.9 Minimale Geriiste: Prim

Jede Menge S C V(@) definiert die Menge cut(S) aller Kanten von G, die zwischen
S und V(G) \ S verlaufen.

Das Folgende ist eine genauere Version von Satz 39.
Satz 49. Fir alle Graphen G, Kostenfunktionen ¢ : E(G) — Qs¢, c-minimale
Geriste T von G, Knotenmengen S C E(G), und Kantenmengen A C E(G) mit

AnNcut(S) =0, und c-minimale Kanten e € cut(S) gilt: es existiert ein c-minimales
Geriist T' von G, so daff AU {e} C E(T").

Proof. Betrachte T'U e. Dieser Graph enthélt einen Kreis. Dieser Kreis enthélt eine
weitere Kante e’ € cut(S). Wir wihlen 7" = T U e \ €. Wegen c(e) < c(€') ist
c(T") < ¢(T). Weil T minimal war, ist ¢(7") = ¢(T') und auch 7" ist minimal. O
Algorithmus von Prim (frither: Jarnik, 1930). Eingabe (G, ¢).

Wir wéihlen einen Knoten vy € G und eine Folge T; von Teilbdumen von G mit
{w}=TyCcTy C...CT, CE.Dabeiist V(T,) = V(G).

Wir setzen T;,1 = T; U e;, wobei e; eine c-minimale Kante aus cut(7’) ist.

Satz 50. Fliir jeden zusammenhdingenden Graphen G gilt: es gibt solche Folgen, und
fiir jede so konstruierte Folge gilt: T,, ist c-minimales Geriist von G.

Proof. Solange V(T}) # V(G), ist cut(Sk) # 0, die Folge 148t sich also verlingern.
Jedes T}, ist nach Konstruktion ein Baum, und 7, ein Geriist fiir G.

Optimalitit nach Satz 49. O
Laufzeit: wir benutzen eine Priority-Queue fiir die Nachbarn von 7;, die nicht in 7;

selbst liegen. Wir brauchen |E| mal insert/update, und |V | mal extract. Genauere
Betrachtung spiter (nach Dijkstra).
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Kapitel 4
Wege, Matchings, Fliisse

(Vorlesung 9. 5.)

4.1 Kiirzeste Wege von einem Knoten (Dijkstra)

Literatur: [CLR91]
Gegeben sind G und ¢ : E(G) — Q¢ sowie ein Knoten s € G.

Wir verzichten ganz auf G, indem wir fiir Nicht-Kanten zy ¢ E(G) setzen: c(zy) =
o0.

Gesucht ist fiir jedes ¢t € V(G) die Léinge eines c-minimalen s — ¢-Pfades.

Wir konstruieren eine Folge von Mengen (51,5, ... ,S,) und partiellen Funktionen

Start: S; = {s},d; =t +— ( wenn ¢t = s dann 0 sonst c(st)).

Ende: S, = V(G).

Schritt: ¢;41 ist ein Knoten ¢ in V(G) \ S;, fiir den d;(¢) minimal ist.
Dann S;,1 = S; U {t;y1} und d;1q =t — min{d;(¢), d;(tir1) + c(tizit)}-

Satz 51. Fir allei und x € S;,y € V(G)\ S; gilt di(z) < di(y).

Proof. Anfang: sicher wahr wegen dy(s) = 0. Schritt: sei t = t;41 € Siy1 \ Si-
Fir x € S;,y ¢ Si1 gilt: diy1(z) = min(d;(z),d;(t) + c(tz)) < di(z) < di(t) =
min(d;(t), d;(t) + c(ty)) < min(d;(y), d;(t) + c(ty)) = div1(y) Fir x =t,y ¢ S;41 gilt
div1(2) = dit1(t) = di(t) < min(di(y), di(t) + c(ty)) O

Satz 52. Fir alle i und alle x € S; gilt: di(z) = di1(x) = ... dp(x)

Proof. Fiir z € S; und t = t;11 ¢ S; gilt d;i1(z) = min(d;(x), d; (t) + c(tx)) < di(z),
und nach vorigem Satz d;(z) < d;(t), also diy1(z) = min(d;(z),d;(t) + c(tz)) >

Satz 53. Flir alle i und alle u € S;: d;(u) ist die Linge eines minimalen s — u-
Weges.
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Proof. Falls die Behauptung nicht gilt, sei u der erste Knoten (gezéhlt in der Reihen-
folge der Einfiigung in S), fiir den der Algorithmus eine falsche Weglénge bestimmt,
d. h. es gibt einen s — u-Pfad mit ¢(s...u) < d,,(u).

Dann gibt es ein 4, so dafl u € S; \ S;;1, und alle Wegléngen d,(z) fiir z € S, sind
korrekt.

Fiir jeden optimalen s — u-Weg gibt es eine Kante zy mit z € S;,y ¢ S;. Dann
c(s...u)=c(s...zy...u) > c(s...ry). Da x bereits in S; ist, also vom Algorithmus
gewihlt wurde, und dieser nach Annahme bis dorthin korrekt ist, gilt ¢(s...zy) =
c(s...y) + c(zy) = di(z) + c(zy). Da nach Wahl von z die Kante xy betrachtet
wurde, gilt auch d;1(y) = d;(x) + c(xy). Da der Algorithmus aber nicht y, sondern
das minimale u wihlte, gilt d;(u) < d;(y), und das kann nicht sein. TODO. O

Laufzeit (vergleiche Prim): Priority-Queue fiir Schnittkanten, Operationen extract-
min, insert, decrease-key.

Bemerkung: wenn wir mitschreiben, ,,woran die Knoten hingen“, dann erhélt S eine
Baumstruktur.

Aufgabe: das ist aber im Allgemeinen kein minimales Geriist (Gegenbeispiel!)

Bemerkung: wenn ¢ : E — {1}, dann erhalten wir eine Breitensuche.
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4.2 Prioritits-Warteschlangen

4.2.1 Motivation, Interface

Beim Alg. von Dijkstra miissen wir Mengen von bewerteten Knoten verwalten. Als
Interface haben wir

data Heap s = ...
empty :: Heap s —— leer
—-- Schliissel mit Wert einfiigen

insert :: Heap s -> (s, v ) -> ( Heap s, Pointer s )
decrease_key :: Heap s -> ( Pointer s , v) -> Heap s —-- Wert verringern
extract_min :: Heap s -> ( s, Heap s ) -- ( Minimum und Rest )

Wir miissen uns vorstellen, dafl wir beim insert einen “Zeiger in den Heap” erhalten,
den wir zum spéteren Zugriff (decrease) verwenden.

4.2.2 Naive Implementierungen

Wir kénnten im einfachsten Fall alle Schliissel-Wert-Paare in einer ungeordneten Li-
ste aufbewahren. Dann geht insert trivial schnell, aber bei extract_min brauchen
wir Linearzeit (in der Anzahl der Schliissel).

Eine andere mdogliche Implementierung ist eine nach Werten geordnete Liste. Dann
geht extract_min trivial schnell, aber bei insert brauchen wir Linearzeit.

Weiter kénnten wir einen balancierten Suchbaum nehmen (z. B. AVL-Baum), dann
dauern insert und find beide logarithmische Zeit, da wir im Allgemeinen etwas
Zeit zum Rebalancieren brauchen.

Dijkstras Algorithmus fiihrt insert und decrease_key |E(G)| mal aus (fiir jede
Kante einmal), aber extract_min nur |V (G)| mal. Wenn der Graph viele Kanten
hat, konnen wir Zeit sparen, indem wir decrease_key auf Kosten von extract_min
beschleunigen.

Ein wichtiger Gedanke ist nun der, dal wir die Paare gar nicht komplett sortieren
miissen. Wir verwenden eine Baum mit Heap-Ordnung, d. h. in jedem Teilbaum hat
die jeweilige Wurzel den kleinsten Wert (unter allen Knoten des Teilbaums).

(Vorlesung 16. 5.)
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4.2.3 Binomial-Heaps

Literatur: [CLR91], Kapitel 20.

Wir verwenden Binomial-Bdume By.

Definition 54. Die Wurzel eines By hat genau k Kinder, und zwar [By, By, ... , Bg_1]-

Beachte: Induktionsanfang: k& = 0: Die Kinderliste ist leer (der Baum besteht nur
aus der Wurzel)

Folgerung: Wenn man an die Wurzel eines By einen By (als neues Kind) anhéngt,
entsteht ein By ;.

Satz 55. Jeder By, hat genau 2% Knoten.

Wenn man das Anhéingen schichtweise untersucht, erhélt man:

Satz 56. Jeder B, hat in Schicht k (von der Wurzel aus gezihlt) genau (}) Knoten.

daher kommt der Name.

Ein Binomial-Heap ist eine (der Grofle nach geordnete) Liste von paarweise verschie-
den grofien Binomial-Baumen. (Beachte, daf} jede Kinderliste eines Binomialbaums
selbst ein Binomialheap ist.)

Satz 57. Ein Binomial-Heap mit n Knoten besteht aus < log, n Biumen, jeder vom
Grad und Tiefe < log,n.

Vereinigung von zwei Binomial-Heaps entspricht binirer Addition mit Ubertrag
(Einfiigen entspricht bindrem Zihlen). Laufzeit: proportional zur Linge der Wurzel-
liste, also log, n.

decrease_key geht wie beim iibliche Heapsort, indem der Knoten den Weg zur
Wurzel hochrutscht. (Laufzeit: proportional zur Tiefe, also log, n.)

4.2.4 Fibonacci-Heaps

Literatur: [CLR91], Kapitel 21

Hier ist nun die Stelle zum Optimieren: In der Anwendung (Dijkstras Algorithmus)
ist ja von vornherein klar, dafl wir |E| mal insert und decrease ausfiihren, sowie
|V| mal extract. Wenn |E| im Verhéltnis zu |V| gro8 ist (d. h. quadratisch), dann
lohnt es sich, decrease zu verbilligen, und extract etwas zu verteuern.

Die Idee ist: man vermeidet bei decrease das Hoch-Rutschen, und schneidet statt-
dessen den Knoten aus dem Baum, und héngt ihn (den bei ihm beginnenden Teil-
baum) direkt in die Wurzelliste. Erst beim néchsten extract_min wird in der Wur-
zelliste aufgerdumt (wie bei Binomial-Heaps: solange wir zwei Wurzeln vom gleichen
Grad finden, héingen wir die eine als Kind in die andere).

Durch viele Schnitte kann die Wurzelliste aber inzwischen sehr lang geworden sein,
wir miissen uns davon iiberzeugen, dafl das selten genug vorkommt, und dafi die
Béaume nicht ganz beliebig unbalanciert werden.
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Wir verlangen, dafl durch Abschneiden ein Knoten z hochstens ein Kind verlieren
darf. Wenn das zweite Kind von z entfernt werden soll, dann tun wir das, miissen

aber danach z selbst aus der Kinderliste seines Vaters entfernen, usw. bis evtl. zur
Wurzel.

Zu diesem Zweck gibt es in jedem Knoten eine Markierung (ein Bit), die anzeigt, ob
bereits ein Kind entfernt wurde. Die Markierung von = wird geldscht, wenn z selbst
abgeschnitten wird, d. h. in die Wurzelliste wandert.

Definition 58. FEin Fibonacci-Heap (kurz F-Heap) ist eine Folge von F-Biumen.
Ewn F-Baum st ein heap-geordneter Baum mit einem Markierungs-Bit in jedem
Knoten.

Die Analyse der Laufzeit fithren wir amortisiert, d. h. nicht fiir einzelne Operationen,
sondern fiir Folgen von Operationen. Wir benutzen dazu eine Potential-Funktion p
(von Baum nach nichtnegativer Zahl), und setzen:

Definition 59. amortisierte Kosten einer Operation = tatséichliche Kosten + Po-
tential nach Operation — Potential vor Operation.

Damit haben wir

Satz 60. tatsédchliche Kosten einer Folgen von Operationen = Summe der amorti-
sierten Einzelkosten + Potential vor Folge — Potential nach Folge.

Wenn das Potential am Anfang 0 (oder beschrinkt) ist, haben wir damit eine
Abschétzung fiir die tatsdchlichen Kosten.

Definition 61. Die Potentialfunktion fiir F-Heaps ist: Linge der Wurzelliste +2-
Anzahl der markierten Knoten.

Die amortisierten Kosten der Operationen sind:

insert: einen neuen Baum der Grofle 1 in die Wurzelliste hingen: tatséchliche
Kosten: 1 (durch Verbiegen von Zeigern, wir benutzen eine zweiseitig, ringférmig
verkettete Liste), Potential: steigt um 1, amortisierte Kosten also: 2 (konstant)

decrease: rekursives Abschneiden, wie oben beschrieben. tatsidchliche Kosten: An-
zahl s der Schnitte. Potentialdifferenz: die Wurzelliste wird um s linger, die mar-
kierten Knoten um s—1 weniger, also: s —2(s—1). amortisierte Kosten: s+s—2s+2
(konstant).

extract: zundchst das Minimum finden. das geht in konstanter Zeit, wenn wir
zusitzlich zur Wurzelliste noch einen Zeiger auf die kleinste Wurzel mitfiihren. Den
konnen wir immer in konstanter Zeit aktualisieren. Dann Kinder des Minimums mit
restlicher Wurzelliste verketten (konstante Zeit, Zeiger-Verbiegen). Dann in neuer
Waurzelliste aufriumen (Wurzelgrade disjunkt machen). tatséichliche Kosten: Lénge
der neuen Wurzelliste = Lange [ der alten Wurzelliste + Anzahl der Kinder des Mi-
nimums < [ 4+ D(n), wobei: D(n) = Maximalgrad der Wurzel eines F-Baums mit n
Knoten. Nach Aufrdumen hat Wurzelliste die Linge D(n), denn alle Wurzeln haben
verschiedenen Grad (sonst wire Aufrdumen noch nicht fertig), und gréBere Wurzel-
grade konnen nicht vorkommen (nach Definition von D(n).) Potentialdifferenz: da
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wir an den Markierungen nichts dndern: D(n) — (I + D(n)). Amortisierte Kosten:
I+ D(n)+ D(n) — (I+ D(n)) = D(n).

Es bleibt also die Aufgabe, das Wachstum der Funktion D(-) abzuschitzen. (Ziel:
D € O(log))

Satz 62. Flir jeden Knoten x eines F-Heaps mit deg(x) = d: Sei [y1,y2, ... ,Ya| die
Liste seiner Kinder, geordnet nach dem Zeitpunkt ihres Anhdingens an x. Es gilt:
deg(yx) > k — 2.

Proof. ITm Binomialheap (d. h. F-Heap ohne decrease) wiire deg(yx) = k — 1, aber
hier kann noch ein Kind abgeschnitten werden (aber nicht mehr). O

Satz 63. Flir size(d) = minimale Knotenzahl eines F-Heaps mit Wurzelgrad d gilt:
size(d) > 1 + size(0) + size(0) + size(1) + ... + size(d — 2).

Proof. 1 fiir die Wurzel, dann die vorigen Abschétzungen fiir die Kinder. O

Satz 64. size(d) > Fy.2, wobei F die Fibonacci-Folge Fy = 0, F; = 1, Fpo =
Fk + Fk+1.

Beweis: Ubung.

Satz 65. D(n) € O(log(n))

Beweis: Ubung. Benutze Fy, = (¢* —¢™*)/v/5 mit ¢ = (14+/5)/2 (Goldener Schnitt,
Turm des Alten Rathauses, usf. Es gibt tatséchlich eine ganze Zeitschrift Fibonacci
Quarterly nur zu diesem Thema.)

Folgerung 66. Algorithmus von Dijkstra erreicht mit Fibonacci-Heaps eine Lauf-
zeit von O(|E| + |V]log |V]).

Aufgabe 67. Vergleiche mit Laufzeit des Alg. mit Binomialheaps.

Wir haben den Wurzelgrad von F-Heaps nach oben abgeschitzt. Das verhindert
flache, breite Baume. In die andere Richtung folgt daraus gar nichts:

Aufgabe 68. F-Bdume konnen sehr dinn und tief sein: Konstruiere eine Folgen
von Operationen, die aus einem FEiner-F-Heap einen F-Heap mit n Knoten und
linearer Tiefe erzeugt.

(Vorlesung 23. 5.)
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4.3 Kiirzeste Wege fiir alle Knotenpaare (Floyd /Warshall)

Eingabe: ein Graph G = (V, E) und Kantengewichtsfunktion ¢ : £ — Q>,
Ausgabe: Funktion d mit d(uv) = Lénge eines c-minimalen u — v-Weges.

Wir konstruieren eine Folge von Funktionen (Matrizen) d; : V? — Qs mit
(Anfang) dy = (u,v) — wenn v = v dann 0 sonst wenn uv € E dann c(uv) sonst oo
wihle eine beliebige Anordnung vy, vs,... ,v, von V.

(Schritt) Fiir 1 <4 < |V|:d; = (u,w) — min(d;_1 (u, w), d;_1(u,v;) + di_1 (v, w))
Satz 69. dy| ist die gesuchten Funktion d.
Proof. Die Invariante ist: fiir jedes ¢ ist d;(u, w) die Liénge eines c-minimalen Weges

der Form u — vy — vy — ... — v — w mit vy, vg, ... , v < i. (Falls k = 0, gibt es keine
Hilfspunkte.) O

Laufzeit O(|V]?): wir miissen |V|-mal eine Matrix der Grole |V |* ausrechnen.

Aufgabe 70. Vergleiche diese Laufzeit mit dem Verfahren, fir jeden Startknoten
den Algorithmus von Dijkstra auszufihren.

4.3.1 Alg. von Kleene (Automaten-Analyse)

Vergleiche Floyd/Warshall auch mit Algorithmus von Kleene zur Auomaten-Analyse:
gegeben ist endlicher Automat A, gesucht ist reguldrer Ausdruck fiir L(A).

Die Programmstruktur ist die gleiche, aber in diesem Fall benutzen wir nicht 4+ und
min (fiir Zahlen), sondern - und U (fiir Mengen von Wortern), und miissen auch
Schleifen beriicksichtigen:

Li(p,q) = Li—1(p,q) U Li—1(p,3) « Li—1(4,9)* - Li—1(, q)
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4.4 Fliisse

4.4.1 Definitionen

Literatur: [Bra94], Abschnitt 6.1, 6.2; [Bol98|, Abschnitt III.1

Gegeben gerichteter Graph G, Quelle (source) s € V(G), Senke (target) t € V(G),
Kapazitatsfunktion ¢ : E(G) = Qso.

Definition 71. Fir eine Abbildung f : E — Qs bezeichnen wir

e cingehender Strom in x: fT(x) => {f(p,z) |p € V,px € E},

e von x ausgehender Strom: f~(x) = > {f(z,q) | ¢ € V,zq € E}

e in x iberschiissiger (bzw. fehlender) Strom: f(z) = f*(z) — f~(z)
Definition 72. Ein Fluf} in G ist eine Abbildung f : E(G) — Q>¢ mit

o (Kapazitit beachten) Vzy € E: 0 < f(z,y) < ¢(z,y)

o (lokale Fluf-Erhaltung) Vx € V '\ {s,t} : f(z) = 0.

Der Wert eines Flusses ist f(s).

Definition 73. Ein Schnitt in G ist ein Mengenpaar (S, S) mit s € S;t € S =
V\ S. Wir schreiben (z,y) € (S,S) firz € S,y € S,zy € E.

Fiir eine Funktion f : E — Qsq setzen wir f(S,S) =Y {f(z,y) | (z,y) € (S,S)}.
Insbesondere heift ¢(S,S) die Kapazitit von S.

Der Wert des Flusses ist an der Quelle definiert, kann aber an jedem Schnitt festge-
stellt werden:

Satz 74. Fir jeden Fluff f mit Wert v, und jeden Schnitt S gilt:

v=2 {fle)le€ (55}~ {fle)lee (S 9}

Proof. Addiere die Gleichungen Vz € S\ t: f(x) = 0 zur Gleichung f(s) = v, und
kiirze. U
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4.4.2 Min-Cut-Max-Flow

Satz 75. Fir fiziertes G, s,t,c: Der mazximale Wert eines Flusses ist die minimale
Kapazitit eines Schnittes.

Proof. Es ist klar, daf§ der maximale Fluf} nicht gréfer sein kann als die Kapazitit
eines beliebigen Schnittes. Zu zeigen ist, dafl zu jedem maximalen Fluf} f mit Wert
v tatséchlich ein Schnitt S mit Kapazitit v existiert.

Wir definieren die Menge S als die kleinste Menge mit den Eigenschaften:
e se€S,

e (zy ist niitzliche Vorwirtskante) wenn =z € S und f(x,y) < c(z,y), dann
y €S,

e (zy ist niitzliche Riickwértskante) wenn y € S und 0 < f(z,y), dann z € S.

Wir zeigen, daf§ das ein Schnitt ist, d. h. ¢ ¢ S: falls t € S, dann gibt es einen Weg
(aus niitzlichen Vorwirts- und Riickwértskanten) von s nach ¢.

Wir bestimmen

m* = min{c(z,y) — f(z,y) | zy ist niitzliche Vorwirtskante}
m~ = min{f(z,y) | zy ist niitzliche Riickwirtskante}
m = min(m*,m")

Nach Definition von S ist m eine positive Zahl (als Minimum iiber eine endliche
Menge von positiven Zahlen).

Wir kénnen nun zu f auf jeder niitzlichen Vorwértskante m addieren, und auf jeder
niitzlichen Riickwartskante m subtrahieren. Dabei entsteht wieder ein Fluf f/, mit
um m groflerem Wert, im Widerspruch zur Annahme, dafl f maximal war. O

Aus dem Beweis folgt also nicht nur der Satz, sondern sogar eine Konstruktion fiir
den maximalen Fluf}: bestimme einen vergréflernden Weg, erhéhe den Fluf, iteriere
solange wie nétig. Das ist der Algorithmus von Ford und Fulkerson, wobei aber noch
nicht klar ist, wie wir solch einen Weg finden, und wie oft wir iterieren miissen.

Aufgabe 76. (aus [Bra94]) G = (V,E) mit V = {s,a,b,t}, Kapazititen c : sa —
100, sb — 100, ab — 1, at — 100, bt — 100. Wir beginnen mit Fluf$ konstant 0.

a) Benutzen s—a—b—t als vergréflernden Weg (aus lauter Vorwdrtskanten) Welcher
Fluf$ entsteht?

b) Danach ist s—b—a—t ein vergrofiernden Weg (mit b—a als niitzlicher Rickwdrts-
kante!). Welcher Fluf entsteht?

c¢) Dann immer so weiter: abwechselnd s —a —b—t und s —b—a —t benutzen. Wie
lange dauert das?

d) Finde ein dhnliches Beispiel mit irrationalen Kapazititen, fir das eine unendliche
Folge von FlufSvergrifierungen existiert.
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4.4.3 Kapazitits-Schranken fiir Knoten

Literatur: [Bol98|, Abschnitt II1.3

In einigen Fillen haben wir Kapazitits-Schranken nicht fiir Kanten, sondern fiir
Knoten.

Ist eventuell niitzlich fiir Havannah, dort setzen wir die Steine eben auf Knoten, und
nicht auf Kanten.

Eingabe: gerichteter Graph G, Knoten s,t € V(G), Kapazititen ¢ : V(G) — Qxo.
Gesucht: maximaler Flu§ mit Eigenschaft: Vx € V' : f(z) < ¢(z).

Wir konstruieren aus G einen Graphen G’, in dem wir einen kanten-beschrinkten
Fluf} suchen, der die Losung des knotenbeschrinkten Systems enthélt.

G'= (V' E') mit V' =V x {1,2} und

E'={(z,2)(y,)(z,y) € E

sowie Kapazititen ¢ : E' — Qs¢ mit ¢((z,2)(y, 1)) = o0, ((z,1), (z,2)) = c(z).

Es ist dann klar, daf§ jedem c¢-kanten-beschrinktem Flufl f’ in G’ ein c-knoten-
beschrinkter Flul f in G entspricht, und umgekehrt.

Wir kénnen analog zu den bereits betrachteten Kanten-Schnitten (S,V \ S) auch
Knoten-Schnitte betrachten. Das ist eine Menge S C V, so dafi in G\ S kein positiver
s — t-Fluf existiert. Die Kapazitét eines Knoten-Schnittes S ist ) ¢ ¢(x), und wir
haben ganz analog:

Satz 77. Der mazimale Wert eines knoten-beschrinkten Flusses ist die minimale
Kapazitit eines Knoten-Schnittes.
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(Vorlesung 30. 5.)

4.4.4 Laufzeiten von Fluf3-Algorithmen

Wir haben im Beispiel gesehen, dafl bei ungiinstiger Wahl des vergréflernden Pfades
der Ford-Fulkerson-Algorithmus eventuell sehr lange braucht. Immerhin hilt er.

Satz 78. Wenn alle Kapazititen ganzzahlig sind, dann gibt es einen tberall ganz-
zahligen Mazimalfluf$, und jede Implementierung des Ford-Fulkerson-Algorithmus
halt nach endlich vielen Schritten.

Proof. Der Alg. beginnt mit einem ganzzahligen Flufl (némlich 0). Auf jedem ver-
groffernden Weg ist die vergréflernde Differenz ganzzahlig und positiv, also wenig-
stens 1. Da alle Kapazitdten endlich sind, gibt es eine obere Schranke C' fiir den
FluB. Nach hochstens C' Schritten hélt der Algorithmus (mit einem ganzzahligen
FluB, der ein Maximalfluf} ist). O

Offenbar war es im Beispiel ungiinstig, lange vergroernde Wege zu wihlen.

Algorithmus von Edmonds/Karp: wihle jeweils eine kiirzesten vergréfiernden Weg
(bestimme diese mit Breitensuche).

Dieser Algorithmus erreicht Polynomialzeit (in der Knotenzahl).

Algorithmus von Dinitz: bestimme jeweils gleichzeitig eine Menge von kiirzesten
vergroflernden Wegen.

4.4.5 Satz von Menger

Definition 79. Eine Knotenmenge C trennt Knoten s von t in G, falls s und t in
verschiedenen Komponenten von G — C' liegen.

Definition 80. Zwei: Wege von s nach t heiffen unabhingig, falls sie auffer s und
t keine gemeinsamen Knoten enthalten.

Satz 81. (Menger) In jedem Graph G, fiir Knoten s, t: gilt: die kleinste Grife einer
Menge, die s von t trennt, ist die grifite Anzahl von unabhdngigen s — t- Wegen.

Proof. Wir konstruieren ein Netzwerk mit Knotenkapazitéiten 1 iiberall (aufler in s
und ¢, dort unbeschrénkt). Dann gilt: Schnitt im Netzwerk <= Knotenmenge, die
s von t trennt; Fluf mit Wert ¥ <= k unabhingige s — t-Pfade. Der Satz folgt
damit aus Min-Cut-Max-Flow-Theorem. O
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4.5 Matchings

Definition 82. FEin Matching (eine Paarung) in G ist eine Menge M C E(G) von
unabhéngigen Kanten (d. h. ohne gemeinsame Knoten)

4.5.1 Matchings in Paaren Graphen

Definition 83. FEin Graph G = (V, E) heifit bipartit (paar), falls es eine disjunkte
Zerlequng V = V1 U Vy gibt mit E C Vi x Va. Wir schreiben dann G = (V1, V4, E).

D. h. wir partitionieren die Knoten in zwei Klassen, alle Kanten verlaufen zwischen
den Klassen, keine innerhalb einer Klasse.

Definition 84. Ein Matching M in G = (V1,Va, E) heifit vollstéindig von Vi nach
Vo, wenn Ve € Vidy e Vo iy € M.

Satz 85. (Hall) G = (V1, Vi, E) besitzt genau dann ein vollstindiges Matching von
Vi nach Vy, wenn YA C V@ |A] < |G(A)|, wobei G(A) ={y |z € A,zy € E(G)}.

Proof. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig. Zu zeigen ist, dafl sie auch hin-
reicht.

Wir konstruieren aus G einen Graphen mit zwei neuen Knoten s,t, so dafi s mit
allen V; verbunden ist, und alle V5, mit ¢. Ein vollstdndiges Matching entspricht einer
Menge von |V;| unabhéngigen s — ¢t-Wegen.

Falls GG jedoch kein vollst. Matching besitzt, dann gibt es nach Satz von Menger ein

trennende Knotenmenge mit < |V;| Knoten. Diese Menge besteht aus A; C V; und
Ay C Vi Also |Aq| + | Ao < |V

Wir bezeichnen die Komplemente so: B; = V; \ A;. Es gibt also in G keine Kante
von By nach Bs, deswegen G(B;) C A,. Also |G(By)| < |As| < |V4| — |A1| = |By]
im Widerspruch zur Annahme. O
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(Vorlesung 6. 6.)

4.5.2 Tuttes 1-Faktor-Satz

Nun wieder zu beliebigen (nicht notwendig paaren) Graphen.

Definition 86. FEin k-Foktor in G ist ein aufspannender k-requldrer Teilgraph.

Die Kanten eines 1-Faktors bilden also ein Matching, das jeden Knoten abdeckt.

Definition 87. Wir nennen einen Graphen (un)gerade, wenn er (un)gerade Knoten-
Anzahin besitzt; und bezeichnen mit q(G) die Anzahl der ungeraden Komponenten
von G.

Satz 88. (Tutte) G besitzt genauw dann einen 1-Faktor, wenn fir alle S C V' gilt:
¢(G—5) < S|

Aufgabe 89. Zeige, daf$ die Bedingung notwendig ist. Betrachte dazu die Lage der
Kanten eines 1-Faktors. Fallunterscheidung nach geraden und ungeraden Kompo-
nenten von G — S.

Proof. Zu zeigen ist noch das Hinreichen.
Dazu sei G ein Graph, der VS C V : ¢(G — S) < |S] erfiillt.

Wir wihlen Sy als eine maximale (bzgl. Inklusion) unter allen Mengen, fiir die ¢(G —
So) = [So| gilt.

Solche Mengen existieren tatsichlich, beispielsweise Einermengen von Knoten (Ubung).

Der Graph G — Sy hat die ungeraden Komponenten (1, ... ,C,,, und die geraden
Komponenten Dy, ..., D;. Wir zeigen:

e Jedes D; besitzt einen 1-Faktor, denn fiir alle S C V(D;) gilt ¢(D; — S) < |S|
und wegen |D;| < |G| existiert Faktor nach Induktion.

e Fiir jedes C;: fiir jedes ¢ € C;: C; — ¢ hat einen 1-Faktor: Indirekt: Wegen
|C; — ¢| < |@] gilt nach Induktion: Wenn C; — ¢ keinen 1-Faktor hat, dann
IS CV(Ci—c) : q(C; —c—S) > |S|. Man zeigt sogar > |S|+ 2 und damit gilt
fiir 8" = SUzUSy, daB ¢(G—S") = |S’|. Das ist Widerspruch zur Maximalitét
von Sp.

e G enthilt m unabhingige Kanten (jeweils von ¢; € C; nach s; € Sp): Betrachte
bipartiten Graphen I' = ({1,... ,m}, Sy, {is | 3¢ € Cj,s € Sy : cs € E(GQ)).
Die Bedingung des Satzes von Hall sind erfiillt, denn VA C {1,...,m} gilt
Al < ¢(G =T(4)) < [I(4)].

Insgesamt konnen wir uns daraus einen 1-Faktor fiir G' basteln. O
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4.5.3 Satz von Petersen

Definition 90. G heifit k-kanten(bzw. -knoten)-zusammenhingend (fir k > 1),
wenn nach Ldischen von beliebigen k — 1 Kanten (bzw. Knoten) immer ein zusam-
menhdngender Graph entsteht.

Aufgabe 91. Es gibt Graphen, die k-Kanten-zshgd, aber nicht k-Knoten-zshgd sind.

Die andere Richtung?
Definition 92. Ein Graph heifit d-reguldr, wenn jeder Knoten Grad d hat.

Definition 93. Der Kneser-Graph K} hat als Knoten alle k-elementigen Teilmen-
gen von {1,2,... ,n}, und eine Kante AB genau dann, wenn AN B = {).

Aufgabe 94. Jeder K} ist requlir. Welcher Grad?
Definition 95. Der Petersen-Graph ist K3.
Satz 96. (Petersen) Jeder 2-kanten-zshg. 3-requlire Graph enthdlt einen 1-Faktor.

Aufgabe 97. Finde einen 1-Faktor im Petersen-Graphen.

Proof. Man rechnet nach, dafy der Satz von Tutte anwendbar ist.

Betrachte S C V(G), und eine (von m) ungerade Komponente C von G —S. Weil G
2-kanten-zshg, gehen wenigstens zwei Kanten von S nach C. Weil C ungerade und
G 3-regulir, gehen sogar wenigstens 3 Kanten von S nach C' (nachrechnen).

Jetzt zéhlen wir die Anzahl 2z aller Kanten von S nach nach den m ungeraden
Komponenten. Wir haben z > 3m. Weil G 3-regulir, gilt z < 3|S|. Damit ¢(G—S) =
m < |S]. O

Aufgabe 98. Finde einen zshgd. 3-requliren Graphen ohne 1-Faktor.
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Kapitel 5

Farbungen und Perfekte Graphen

5.1 Knotenfarbungen

Definition 99. Fine k-Knoten-Fdirbung von G ist eine Abbildung ¢ : V(G) —
{1,2,...,k} mit Vay € E(G) : c(x) # c(y).

Die chromatische Zahl x(QG) ist das kleinste k, fir das G eine k-Fdrbung besitzt.

5.1.1 Farben und Cliquen: Konstruktion von My-cielski

Definition 100. Die Cliqguenzahl w(QG) ist die mazimale Grofie einer Clique in G
Satz 101. w(G) < x(G).

Das ist trivial (alle Knoten einer Clique miissen paarweise verschiedene Farben er-
halten). Interessant ist:

Satz 102. Fiir jedes k > 2 gibt es Gy, so daff w(Gy) =2 und x(Gy) =k

D. h. es gibt sogar dreiecksfreie Graphen mit beliebig hoher chromatischer Zahl
Aufgabe 103. Finde solche. C5 erreicht x = 3, wer schafft x = 47

Definition 104 (Mycielski). Zu gegebenem Graphen G = (V, E) konstruieren wir
Gy = Vi, Ex) mit Vig =V x {A, I} U {c} (zwei Kopien von V und ein neuer
Knoten v) sowie

Ey = {(z,A)(y,A) | vy € E}

{(z, A)(y,I) | vy € E}
{ly, )c|yeV}

C C

Beispiel 105. (K3)y = Cs
Definition 106. Der Groétzsch-Graph ist (Cs)y.

Satz 107. Wenn K3 € G, dann K3z € Gyy.
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Proof. Falls es doch ein Dreieck in GG, gibt, dann kann keine seiner Ecken = ¢ sein,
denn c ist nur mit V' x {I} verbunden, aber diese untereinander nicht. Also liegt der
K3 in V x{A, I}. Es konnen nicht alle drei Ecken in V' x { A} liegen, denn dann wire
K3 C G, im Widerspruch zur Voraussetzung (G dreiecksfrei). Fiir ein K3 mit Ecken
(z,A), (y, A), (z,I), also mit Kanten (z, A)(y, A), (z, A)(z, 1), (y, A)(z, I) wiren nach
Konstruktion auch zy,zz,yz Kanten von G, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Mehr als eine Ecke des Dreiecks kann aber nicht in V' x {I} liegen, denn die Menge
V' x {I} ist unabhéngig in G ;. O

Satz 108. Wenn x(G) =k, dann x(Gy) =k + 1.

Proof. Aus einer k-Farbung f von G konstruiert man leicht eine (k + 1)—Férbung
fM von GMI

ful(z, A) = furlz, I) = f(z), flc)=k+1.

Zu zeigen ist, da aus einer (k + 1)—Férbung fir von Gy eine k-Férbung f von
G rekonstruierbar ist. O. B. d. A. ist fy(c) = k + 1. Dann gilt fy,(V x {I}) C
{1,2,...,k}, und deswegen ist die so definierte Funktion

f(z) = wenn fp(x,A) = k+1dann fu(z, ) sonst far(x, A)

tatséichlich eine Abbildungin {1,2,... ,k}. Angenommen, es gibt zy € F mit f(z) =
f(y). Wenn f(z) = fu(z,A) und f(y) = fu(y,A), dann war bereits f; keine
korrekte Farbung von Gyy. Falls f(z) = fuy(z, I), dann ist fy(z, A) = k+ 1. Damit
muB} fu(y, A) # k + 1 gelten, also f(y) = fum(y, A). Die Kante (z,1)(y, A) ist aber
in Gy, und fyy ist eine korrekte Gp-Féarbung, also far(z, I) # far(y, 4). O

Beispiel 109. Der Gritzsch-Graph hat Cliquenzahl 2 (keine Dreiecke) und chro-
matische Zahl 4.

Der Satz zeigt, dal man auch ohne Dreicke beliebig hohe chromatische Zahl erzwin-
gen kann. Das kann man noch weiter treiben:

Definition 110. Die Taillenweite girth(G) ist die Linge eines kiirzesten Kreises in
G.

Beispiel 111. K3 ¢ G < girth(G) > 4.
Satz 112 (Erdds). Zu alle Zahlen g,c gibt es G mit girth(G) > g, x(G) > c.

Aufgabe 113. Konstruiere ein Beispiel mit g = 5,¢c = 4.

Der Parameter girth taucht auch in diesem Zusammenhang auf:

Definition 114. Fin (r, g)-Kifig (cage) ist ein r-requlirer Graph G mit girth(G) =
g und minimaler Knotenzahl.

Beispiel 115. Der Petersen-Graph ist ein (3,5)-Kafig.

Es sind nur wenige Kifige explizit bekannt, siehe z. B. http://mathworld.wolfram.
com/CageGraph.html.
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5.1.2 Farben und Grade: Satz von Brooks

Definition 116. Der Maxz(Min)imalgrad von G heifst A(G) (6(QG)).
Satz 117. x(G) < A(G) + 1.

Proof. Wir ordnen die Knoten in irgendeiner Reihenfolge x4, xs,... ,z, und firben
dann greedy: Sei N die Menge der Nachbarn von z;. Einige davon (die mit kleinerem
Index) sind bereits gefirbt. x; bekommt die kleinste Farbe, die unter diesen Farben
nicht vorkommt. Da jeder < A Vorginger hat, benutzen wir héchstens die Farben
bis A + 1. O

(Wir konnten statt ,die kleinste“ auch ,irgendeine“ sagen, aber die gewihlte For-
mulierung hat den Vorteil, daf§ sich ein deterministischer Algorithmus ergibt.)

Satz 118. Wenn G zusammenhdngend und nicht reguldr, dann x(G) < A(G).

Proof. Ahnliche Idee wie oben, aber mit geeignet gewihlter Reihenfolge. Wir stellen
sicher,

e daBl x1,x9,...,T,_1 noch wenigstens einen Nachbarn mit gréflerem Index ha-
ben,

e daf¥’z, echt weniger als A Nachbarn besitzt.

Dazu wihlen wir z,, als einen Knoten mit deg(z,) < A (so ein Knoten existiert, weil
G nicht regulér ist). Nun wéhlen wir irgendeinen aufspannenden Baum 7T fiir G (exi-
stiert, weil G zusammenhéngend ist). Die Knoten-Reihenfolge (fiir die Férbung) nun
so, daf} z,, maximal und fiir jede Kante zy € E(T) gilt: z < y. (Mit anderen Worten:
der Baum 7T definiert eine Halbordnung, und wir wéhlen eine Linearisierung.) Dann
geht (auBer von der Wurzel) immer eine Kante ,nach oben “. O

Satz 119. (Brooks) Wenn G zusammenhdingend, und keine Clique und kein unge-
rader Kreis, dann x(G) < A(G).

Proof. Nach dem vorigen ist die Behauptung nur noch fiir zusammenhéngende re-
guldre Graphen zu zeigen. Die Idee ist wieder die Greedy-Féarbung entlang einer
geeigneten Reihenfolge.

Wenn G einen cut-vertex besitzt (einen Knoten x, so dafi G \ z in mehrere Kompo-
nenten zerfillt), dann wihlen wir wie eben einen spannenden Baum mit z als Wurzel.
Allerdings hat x schliellich eventuell A bereits gefirbte Vorgénger v, ... , yx. Diese
befinden sich jedoch in paarweise verschiedenen Komponenten von G\ z. Wir kénnen
diese Komponenten (unabhéingig voneinander) so umfirben, daf jedes y; die Farbe
1 bekommt, und dann z die Farbe 2.

Ubrig bleiben die Fille, in denen G wenigstens 2-zusammenhingend ist. In solche
G suchen wir Tripel (x1, 22, T,) mit

1. z129 ¢ E,x129 € E, 292, € E.

2. G\ {z1, 22} ist zusammenhingend
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Dann konstruieren wir einen spannenden Baum fiir G\ {z1, 2}, mit Wurzel z,,, und
legen dadurch die Reihenfolge 3, x4,...,z, fest. Wenn wir in dieser Reihenfolge
greedy firben, beginnen wir bei z1, 9, denen wir dieselbe Farbe geben kénnen (da
sie nicht verbunden sind). Wenn wir schliefllich bei z, ankommen, der ja (wegen
Regularitéit) A Nachbarn hat, finden wir darunter aber z; und z, mit der gleichen
Farbe. Also ist fiir z,, noch eine Farbe iibrig.

Bleibt die Existenz eines geeigneten Tripels (z1,x9,2,) zu zeigen. Wenn G nicht
3-zusammenhingend ist, dann gibt es Knoten a, b, fiir die G\ {a, b} in mehr als eine
Komponente Cf, ... zerfillt. Weil G' aber 2-zusammenh#ngend ist, hat ¢ Nachbarn
in jedem C;. Wir wihlen z,, := a, ;2 := ein Nachbar von a in C 5.

Falls G' 3-zusammenhéngend ist, dann wihlen wir z1, o als zwei Knoten im Abstand
2 (existieren, weil G keine Clique ist), und z,, als einen gemeinsamen Nachbarn von
x1, 2. Nach Voraussetzung (3-zshg) ist G \ {1, x2} zusammenhiingend. O

5.1.3 Aufgaben zu Fiarbungen

aus [Wes01]

5.1.20. Betrachte Graphen G, in denen je zwei ungerade Kreise wenigstens einen
Punkt gemeinsam haben. (Erfiillt jeder K, diese Eigenschaft? Nein.) Zeige, daf
x(G) <5.

5.1.24. Uber einen Graphen G mit Knoten {0,1,...,359} ist bekannt:

1. G ist 20-regulér
2. Knoten mit Abstand 1 und 2 sind nicht benachbart

3. Knoten mit Abstand {3,4,5,6} sind benachbart.

(Dabei sind Absténde zyklisch zu messen, z. B. 357 und 3 haben Abstand 6.) Zeige:
x(G) < 19.

5.1.25. Der Einheitsgraph in der Ebene: Die Knotenmenge ist R?, und E = {zy :
|lzy| = 1}. (Also ein unendliche Graph). Zeige 4 < x(G) < 7. (Bessere Schranken
sind bis heute nicht bekannt!)

5.1.33. Zeige, daB jeder Graph G eine Knotenreihenfolge besitzt, fiir die eine Greedy-
Féarbung tatséchlich nur x(G) Farben benutzt.

5.1.40. Wir nennen n = |V (G)|. Zeige x(G) - x(G) > n sowie damit x(G) + x(G) >
2v/2n. Finde Graphen G, fiir die die Schranke scharf ist.

5.1.41 Zeige x(G) + x(G) <n+1.
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5.2 Perfekte Graphen

5.2.1 Definition

Wie wir gesehen haben, ist der simpelste Grund fiir x(G) > ¢, dafi G eine c-Clique
enthiilt. Falls keine weiteren Gemeinheiten passieren, sollte auch tatséchlich x(G) =
¢ sein. Wir nennen die Graphen, auf die das zutrifft, perfekt:

Definition 120. Ein Graph G heifit perfekt, falls fiir jeden induzierten Untergra-
phen H C G gilt: w(H) = x(H).

5.2.2 Beispiele: Bipartite Graphen und Komplemente

Satz 121. Jeder bipartite Graph G = (V1, Vs, E) ist perfekt.

Proof. Jeder induzierte Untergraph H eines bipartiten Graphen ist bipartit. Dann
gilt x(H) = 1 oder 2, je nach dem, ob H eine Kante enthilt. Ebenfalls gilt w(H) = 1
oder 2. ]

Satz 122. Fir jeden bipartiten Graphen G gilt: G ist perfekt.

Aufgabe 123. Beweise!

5.2.3 Beispiele: Split-Graphen

Definition 124. Ein Graph G heifit Split-Graph, wenn V =V UV, (disjunkt), so
dafy Gy, eine unabhingige Menge ist und G|y, eine Clique.

(Jedes Komplement eines Split-Graphen ist selbst ein Split-Graph.)

Aufgabe 125. (Aus [Wes01]) 8.1.19. Finde alle Biume, die Split-Graphen sind.
Finde zwei nicht isomorphe Split-Graphen mit identischer (absteigend geordneter)
Grad-Sequenz.

Satz 126. Jeder Split-Graph ist perfekt.

Aufgabe 127. Beweise!

5.2.4 Intervallgraphen

Definition 128. Zu jedem Mengensystem M C 2V betrachten wir den Durch-
schnittsgraphen Sy = (M, {zy | z Ny # 0}).

Definition 129. Ein Graph G heifit Intervallgraph, wenn G der Durchschnitts-
graph eines Systems von Intervallen von reellen Zahlen ist.

Aufgabe 130. Ist jeder Baum ein Intervallgraph?

Satz 131. Jeder Intervallgraph ist perfekt.
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Proof. Jeder induzierte Untergraph H eines Intervallgraphen ist selbst ein Inter-
vallgraph. Wir zeigen, dal man fiir H eine optimale Farbung durch einen Greedy-
Algorithmus erhilt. Wir ordnen dazu die Knoten (Intervalle) nach ihren linken End-
punkten. Wenn ein Knoten in dieser Anordnung d Vorgénger hat, dann gehéort er zu
einer d-Clique. O
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5.2.5 Das Perfekte-Graphen-Theorem

(Vorlesung vom 27. 6.)

Der Begriff , perfekter Graph® erscheint implizit bereits in Arbeiten von Gallai und
Konig (1932), und wurde explizit definiert von Claude Berge (1960). Es dauert
10 Jahre, bis Lovasz und Fulkerson (unabhéngig voneinander) 1970 folgenden Satz
zeigen konnten:

Satz 132 (WPGT - weak perfect graph theorem). G ist perfekt <= G ist
perfekt.

Mittlerweile mufl man das ,, weak“ dranschreiben, denn es gibt auch ein SPGT —
siehe spéter.

Wir werden jetzt das WPGT beweisen. Die Darstellung folgt [Bol98], Abschnitt V.5.

Eine dquivalente Charakterisierung perfekter Graphen

Satz 133. Fiir jeden Graphen G gilt: G ist genau dann perfekt, wenn fiir jeden
induzierten H C G gilt:

FEs gibt eine unabhdingige Menge I C V(H) mit w(H — I) < w(H).

Anschaulich: I zerstort jede grofite Clique in H. (Beachte: ,,grofite bedeutet hier
nicht: beziiglich der Inklusion auf Knotenmengen, sondern beziiglich der Anzahl der
Knoten.)

Natiirlich kénnen wir in jedem Graphen die grofien Cliquen dadurch zerstéren, daf
wir aus jeder einen Knoten wéhlen. Im Allgemeinen wird die so gewidhlte Menge
aber nicht unabhéngig sein.

Proof. —) Wenn G perfekt ist, dann besitzt jeder H C G eine w(H )-Féarbung f. Wir
wahlen [ als eine Farbklasse davon. Da f eine korrekte Farbung war, kann H — [
keine w(H)-Cliquen mehr enthalten.

<) Induktion nach w(G). Induktionsanfang: w(G) = 1. Dann ist G unabhingig,
also perfekt. Induktionsschritt: Wir miissen fiir jeden induzierten H C G zeigen,
da x(H) < w(H). Nach Voraussetzung gibt es I C V(H) mit w(H — I) < w(H).
Nach Induktion besitzt H — I eine w(H — I)-Férbung f. Wir erweitern diese zu einer
w(H — I) + 1-Farbung von H, indem alle x € I die (gleiche) neue Farbe erhalten.
Dann x(H) <w(H —1)+1 < w(H). O

Aufgabe 134. Wie sieht eine solche Menge I aus, wenn G bipartit ist?
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Das Ersetzungs-Lemma fiir perfekte Graphen

Definition 135. Fir einen Graphen G mit V(G) = {1,2,... ,n} und eine Liste
von Graphen [G1,Gs, ... ,Gy| mit (der Einfachheit halber) disjunkte Knotenmengen
definieren wir eine Graphen G* = G[G1,Go, ... ,Gy] durch

vien = U v

1<i<n
EG) = |J EG)U | V(G)xV(G)
1<i<n ij€B(QG)

Anschaulich: wir ersetzen in G jeweils Knoten ¢ durch Graphen Gj;, und verbin-
den verschiedene Teilgraphen G, G; uniform so, wie vorher die Knoten 7,j in G
verbunden waren.

Satz 136. Wenn G, Gy, G, ... , G, perfekt sind, dann ist auch G* = G[G1, G, . .. , Gy
perfekt.

Proof. Es geniigt, die Aussage fiir eine einzige Ersetzung G* = G|z := G| zu zeigen.
Wir wollen Satz 133 anwenden. Da jeder induzierte Teilgraph H* C G* die Form
H* = H[z := H,] mit H C G, H, C G, hat, geniigt es, zu zeigen, dal G* selbst eine
passende unabhéngige Menge I besitzt, die alle Cliquen der Gréfle w(G*) trifft.

Nach Voraussetzung (und Satz 133) besitzt G, eine unabhingige Menge I, mit
w(Gy — I;) < w(Gy). Weil G perfekt ist, besitzt G eine w(G)-Féarbung f. Wir
bezeichnen mit I die Farbklasse von z, setzen J = I \ z U I, und behaupten, daf§ J
die gewiinschten Eigenschaften hat.

Nach Konstruktion ist J unabhingig. Zu zeigen ist, dafl J jede w(G*)-Clique K
trifft. Die Menge K zerfiillt in einen Anteil C (G — ) und einen Anteil K, C G,.

Falls K, leer ist, dann ist K bereits eine Clique in G — x, und sogar eine griéfite,
wird also von I — z C J getroffen.

Falls K, nicht leer ist, dann ist K, sogar eine grofite Clique in G, und wird deswegen
von I, C J getroffen. O
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Der Beweis des WPGT

Da es hier um Komplemente geht, messen wir nicht nur Cliquen, sondern auch
unabhéngige Mengen:

Definition 137. «(G) bezeichnet die mazimale Grifle eine unabhdingigen Menge in

G.

(Eselsbriicke: o/w, erster/letzer Buchstabe des Alphabets, leerer/voller Graph.) Es
gilt a(G) = w(G).

Aufgabe 138. Fiir jeden Graphen G gilt: x(G) > |V(G)|/a(G).

Proof. (von Satz 132). Wir benutzen Induktion nach n = |V(G)|. Fiir n = 1 gilt die
Behauptung.

Fiir n > 1 ist nach Satz 133 zu zeigen, da G eine unabhingige Menge I mit
w(G —I) < w(I) besitzt.

Eine unabhingige Menge I im Komplement entspricht einer Clique im Original. Wir
suchen also eine Clique K C G, fiir die o(G — K) < a(G).

Wir nehmen an, daf§ es kein solches K gibt. Wir bezeichnen mit [K;, Ko, ... , Kj]
die Liste aller Cliquen in G. Dann gibt es zu jedem K, eine unabhingige Menge I,
der Grofle (@), so da V(K,) NV (I,) = 0.

Fiir jedes € G bezeichnen wir mit i(x) die Anzahl der I, mit x € I,. Wir konstru-
ieren einen Graphen G*, indem wir in G jedes x durch eine Clique der Grofle i(z)
ersetzen. Nach Satz 136 ist G* perfekt.

Wir rechnen andereseits w(G*) und x(G*) aus und erhalten damit einen Wider-
spruch:

Jede grofite Clique in G* entspricht einer Clique K, in G (K, ist nicht notwendige
eine grofte Clique in G). Damit gilt w(G*) = Y ., i(z). Diese Anzahl ist aber
gleich >, |K,N1I,|, denn alle diese Durchschnitte haben GroBe 0 oder 1. (Warum?)
Nun ist diese Summe aber < ¢—1, da wenigstens I, mit K, leeren Durchschnitt hat.
Also w(G*) <t —1.

Wir konnen auch x(G*) abschitzen: es gilt [V(G*)| = 3, oi(z) = Sob_, |I], weil
wir einmal iiber die z, das andere mal iiber die r zdhlen. Die letzte Summe ist
aber = ta(G), da nach Konstruktion alle I, die GréBe «(G) haben. Andererseits
ist a(G*) = a(G), da wir, um G* aus G zu erhalten, Knoten durch Cliquen er-
setzt haben, wobei keine gréfleren unabhéingigen Mengen entstehen konnen. Nun
gilt x(G*) > |V(G*)|/a(G*) (siche Aufgabe oben). Daraus folgt aber x(G*) >
ta(G")/a(G") = t,

Damit gilt x(G*) > w(G*), also ist G* nicht perfekt. Aus der Annahme (zu jedem
K, existiert ein I, ... ) folgt aber die Perfektion von G*, also ist die Annahme
falsch, und damit nach Kontraposition der Satz wahr. O

Aufgabe 139. Wo wird in diesem Beweis die Induktionssannahme (Giltigkeit der
Behauptung fiir < n) benutzt?

Aufgabe 140. Wieso sind die I, paarweise verschieden?
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5.3 Chordale Graphen

5.3.1 Definition

Definition 141. FEin Graph G heifit chordal, wenn es kein k > 4 gibt, so dafi C}
induzierter Untergraph von G ist.

D. h. in G hat jeder Kreis der Lénge > 4 wenigstens eine Sehne.
Beispiel 142. Bdume sind chordal. Split-Graphen sind chordal.

Definition 143. Fine Menge S C V(G) heifit (a,b)-Separator, falls a und b in
verschiedenen Komponenten von G — S liegen.

FEine Menge S C V(G) heifst minimaler Separator, falls es a,b € V(G) gibt, fiir die
S ein (beziiglich Inklusion) minimaler (a, b)-Separator ist.

Satz 144. Ein Graph ist genau dann chordal, wenn alle minimalen Separatoren
Cliquen sind.

Satz 145. Intervallgraphen sind chordal.

Satz 146. Chordale Graphen sind perfekt.
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5.3.2 Lex-BFS

Definition 147. Fine Knotenreihenfolge [v1, v, ... ,v,] heifit perfekte Eliminations-
Ordnung, falls fiir alle ¢ gilt: Die Nachbarschaft von v; in Glviiq, ... ,v,] ist eine
Clique.

Satz 148. Ein Graph ist genau dann chordal, wenn er eine perfekte Eliminations-
ordnung besitzt.

Der folgende Algorithmus konstruiert eine solche Ordnung.

Eingabe: Ein Graph G = (V, E)
Ausgabe: 0 : {1,2,...,|V|} =V

begin
n+ |V|;
for v € V .do L,1(v) <[] od;
for 7 <~ n downto 1 do
wihle einen Knoten v € V' mit grofitem L, ;;
o(i) «v; V< V\{v}h
foru eV do
if u € N(v) then L;(u) < L;y1(u) + [i]
else LZ(U) — LZ‘_|_1(’U,)
fi
od
od
end.
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Kapitel 6

Minoren und Planare Graphen

6.1 Definitionen, Einfache Aussagen

Definition 149. Fine Zeichnung eines Graphen G ist eine Abbildung, die jedem
Knoten einen Punkt der Ebene zuweist, und jeder Kante ein Kurvenstick, das die
zu den Knoten gehorenden Punkte verbindet.

Wir lasse als Kurvenstiicke nur Polygonziige zu, weil wir Ausfliige in die Topologie
oder Differentialgeometrie vermeiden wollen.

Definition 150. Fine Zeichnung von G heifit kreuzungsfrei, wenn die Kurvenstiicke
zu verschiedenen Kanten keine gemeinsamen inneren Punkte besitzen.

Definition 151. FEin Graph heifit planar, wenn er eine kreuzungsfreie Zeichnung
besitzt.

Bemerkung 152. Zu jeder kreuzungsfreien Zeichnung von G gibt es sogar eine
topologisch dquivalente, deren sdmtliche Kurvenziige Strecken sind.

Fiir das weitere benotigen wir:

Satz 153. K5 und K33 sind nicht planar.

Proof. Beweis durch Eulerschen Polyeder-Satz. Siehe Einleitung (Seite 8). O
Aufgabe 154. Zeige, daf C; nicht planar ist. (Reicht Satz 7?)
Aufgabe 155. Finde eine Zeichnung des C; mit méglichst wenig Kreuzungen.

Definition 156. Die Kreuzungszahl (crossing number) eines Graphen G ist die
kleinstmdgliche Zahl von Kreuzungen in Zeichnungen von G.
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6.1.1 Topologische Einbettungen

Definition 157. Der Graph G' = (V', E') entsteht aus G = (V, E) durch Untertei-
lung der Kante xy, wenn z ¢ V, V' = (VU {z} und E' = E\ zy U {zz, zy}.

Definition 158. Die Menge TG ist die Menge aller Graphen G', die aus G durch
eine Folge von Kanten-Unterteilungen entstehen.

Definition 159. Der Graph G ist topologisch eingebettet in den Graphen H, ge-
schrieben G <7 H, falls 3G’ €e TG : G' C H.

Beispiel 160. Fiir alle 3 <m <n:C,, <r C,.

Satz 161. Wenn H planar und G <r H, dann G planar.

Proof. Wir konnen aus einer kreuzungsfreien Zeichnung von H leicht eine kreu-
zungsfreie Zeichnung von G konstruieren. O
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6.1.2 Minoren

Definition 162. Der Graph G' = (V', E') entsteht aus G = (V, E) durch Kontrak-
tion der Kante xy, geschrieben G' = G/xy, wenn z ¢ V, V! = (V \ z,y U {z} und
E'=E(G —ay)U{zq| ¢ e Gx) UG(y) \ z,y}

Der neue Punkt z erbt alle Nachbarn von z und y.

Definition 163. Die Menge MG ist die Menge aller Graphen G', aus denen man
G durch eine Folge von Kanten-Kontraktionen erhalten kann.

Definition 164. Der Graph G ist ein Minor des Graphen H, geschrieben G <, H
(manchmal nur G < H), falls 3G' € MG : G' C H.

Satz 165. Wenn G < H, dann G <); H.
Proof. Wir kénnen jede Kanten-Unterteilung durch eine Kontraktion aufheben. [

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht:

Satz 166. Es gibt Graphen G, H mit G <,y HANG &1 H.

Proof. G = ({1,2,3,4,5},{15,25,35,45}), H = ({1,2,3,4,5,6}, {15, 25, 36, 46, 56} ).
Es gilt G = H/56. O

In einigen Féllen stimmen G <7 H und G <,; H jedoch iiberein:

Satz 167. Wenn A(G) <3, dann G <r H <— G <y H.
(A(G) ist der maximale Knotengrad in G.)

Proof. Die Richtung G <7 H = G <;; H ist trivial. Sei nun G durch eine Folge von
Kontraktionen aus einem Teilgraphen von H entstanden. Die letzte dieser Kontrak-
tionen sei G'/xy = G, der aus zy entstandene Knoten heifle z. Nach Voraussetzung
hat z hochstens drei Nachbarn in GG. Deswegen hatte wenigstens einer der Knoten
x,y, sagen wir z, in G’ einen Grad < 2. Wenn 0 (z) = 1, dann ist G C G’, und wenn
z in G’ einen weiteren Nachbarn z' (aufler y) besitzt, dann ist G’ durch Unterteilung
der Kante zz' aus G entstanden. O

Satz 168. Wenn H planar und G <pr H, dann G planar.

Proof. Wir konnen aus einer kreuzungsfreien Zeichnung von H leicht eine kreu-
zungsfreie Zeichnung von G' konstruieren. U
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6.2 Satz von Kuratowski

Gegenstand des Kapitels ist der Beweis von

Satz 169 (Kuratowski). Ein Graph G ist genau dann planar, wenn Ks £y G
und K3’3 ﬁ G.

Wir zeigen zunéchst, dal wir in der Formulierung des Satzes <;; und <7 austau-
schen konnen:

Satz 170. Fir alle G gilt: Ks € G AN Kss £um G genau dann, wenn Ks £rp
GANKss 1 G.

Proof. Wegen Satz 165 ist nur (K5 €7 GAKs3 €7 G) = (K5 € GAKs3 L0 G)
zu zeigen. Wegen Satz 167 und A(Kj33) = 3 ist schlieBlich nur (K5 £ G A K33 L7
G) = K5 £ G 7u zeigen.

Falls nun doch K5 <j; G, dann gibt es in G also 5 Knotenmengen [A, ... , As], so
daf3 aus A; durch Kontraktionen die Ecke 7 eines K5 entsteht. Es gibt also fiir alle 7 <
J (wenigstens) einen Pfad zwischen A; und A;. A; selbst ist auch zusammenhéngend,
also gibt es fiir alle j # £ Pfade von A; nach A, die durch A; verlaufen.

Wir sagen, A; gehort zu Fall 1, falls alle diese Pfade in A; eine gemeinsamen Punkt
besitzen, sonst zu Fall 2. Falls alle Ay, ..., A5 zu Fall 1 gehéren, dann gibt es offen-
sichtlich einen 7K in G.

Falls wenigstens ein A; zu Fall 2 gehort, sagen wir Ay, dann gibt es zwei Knoten
x,y in A;, so dafl x auf Ay — A3 und y auf A4 — Aj liegt, aber nicht andersherum.
Diese Punkte z,y € A;, sowie passend gewihlte Punkte aus A,, A3, A4, As, bilden
eine T'K33 in G. O

Wir zeigen nun den Satz von Kuratowski zunéchst fiir 3-zusammenhéngende Gra-
phen. Dazu eine Vorbertrachtung (die nichts mit Planaritit zu tun hat).

Satz 171. Wennn |V (G)| > 4 und G 3-zusammenhingend, dann gibt es eine Kante
e € E(G), so dafy G/e 3-zusammenhdngend ist.

Proof. Angenommen, fiir kein e ist G/e 3-zshg. Dann gibt es zu jedem e = xy €
E(G) einen Knoten z, so dafl G — {z,y, z} zerfillt. Wir wéhlen unter allen solchen
Tripeln (z,y, z) und Komponenten C' von G — {z,y, 2z} ein solches mit kleinstem
Cl.

Jeder von z,y, z besitzt in jeder Komponente von G — {z,y, hz} wenigstens einen

Nachbarn. (Sonst wére G nicht 3-zshg.) Sei v der Nachbar von z in C.

Nun gibt es auch zur Kante zv eine Knoten w, so da} G — {z,v,w} zerfillt, und
z,v,w haben Nachbarn in jeder der dabei entstehenden Komponenten.

Weil zy € E, gibt es eine Komponente D von G — {z,v,w}, die weder z noch y
enthiilt. Wir zeigen, daf§ D eine echte Teilmenge von C ist (ndmlich eine Teilmenge
von C'\ v):

Wegen v € C liegt jeder D-Nachbar von v ebenfalls in C. (Davon gibt es wenigstens
einen, da v ja Nachbarn in jeder Komponente hat.) D besteht dann aus allen von
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diesen Nachbarn (von v in C') erreichbaren Punkten, wobei die Pfade nicht iiber z, y
gehen (und auch nicht iiber z). Damit ist D eine echte Teilmenge von C. O

Satz 172. Wenn G 3-zusammenhdngend und wenn Ks £y G und Ks3 £u G,
dann ist G planar.

Proof. Wenn |V(G)| = 4, dann ist G ein K, und damit planar. Wenn |V (G)| > 4,
dann gibt es eine Kante zy, so dafl G/zy 3-zshg ist. Nach Induktion ist G/zy planar.

Wir nenne den durch Kontraktion aus xy entstandenen Punkt z. Die Nachbarn von
z in G/zy bilden einen Kreis (um z) in einer kreuzungsfreien Zeichnung von G/zy.

Man muf} nun alle mégliche Verteilungen (der auf dem Kreis angeordneten Nachbarn
von z auf die Nachbarn von z und y) betrachten und stellt fest, da} man entweder
die Zeichung von G/zy zu einer Zeichnung von G erweitern kann, oder in G einen
MK5 oder M K3 3 findet. O
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6.3 Wohl-Quasi-Ordnungen

Literatur: Kapitel 10 aus [Die96], Kapitel IIT in [Wal00].

6.3.1 Definitionen, Beispiele

Die Relation <, erscheint in einem der schwersten Sétze der Graphentheorie — der
Wagnerschen Vermutung. Zur knappen Formulierung benoétigen wir einige Defini-
tionen der Ordnungstheorie:

Definition 173. Fine Quasi-Ordung ist eine transitive und reflexive Relation <.
Wir schreiben x >y firy <z Ax £ y.

Definition 174. Fine Folge G1, G, ... heifit absteigende Kette, fallsVi < j : G; >
Gj.

Definition 175. Fine Menge C heifst Antikette, falls fir alle {G1,Gs} C C gilt:
Gi1 €m Ga NGy £Lu Gh.

Definition 176. Fine Quasi-Ordnung heifst wohlfundiert, falls jede absteigende Ket-
te endlich ist.

Definition 177. FEine Quasi-Ordnung heiffit Wohl-Quasi-Ordnung, wenn jede ab-
steigende Kette und jede Antikette endlich ist.

Aufgabe 178. Die Relation ist ein Teiler von “ auf den natirlichen Zahlen ist

wohlfundiert, aber keine Wohl-Quasi-Ordung. Finde eine unendliche Antikette. (Hin-
weis: Primzahlen)

Aufgabe 179. Die Relation C (Teilgraph) ist keine Wohl-Quasi-Ordnung. Finde
eine unendliche Antikette! (Hinweis: Kreise)

6.3.2 Satz von Kruskal

mit einem bekannten Beweis (ca. 1960) von Nash-Williams, auf dem z. B. viele
Methoden fiir Terminationsbeweise in Termersetzungssystemen beruhen.

Definition 180. Fir Worter u,v € £* schreiben wir u C v (u ist Teilwort von v),
falls Al,r e ¥l -u-r=w.

Satz 181. (X*, C) ist wohlfundierte Halbordnung, aber keine Wohl-Quasi-Ordnung.

Proof. Es gibt unendliche Antiketten, z. B. ab*c. O

Definition 182. Fiir Wirter u = ujus...u,,v € X* schreiben wir u < v (u ist
verstreutes Teilwort von v), falls Jcg,c1...cn € 5 & cou1C1Usg - - - UpCy = V.

Satz 183 (Kruskal). (X%, <) ist Wohl-Quasi-Ordnung.
Satz 184. Wenn (U, <) WQO ist, dann gilt fir alle M C U: min< (M) ist endlich.

Proof. Die Menge min< (/) ist eine Antikette. O
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Aufgabe 185. Bestimme die Menge min< (L) fir L = die Menge der Dezimaldar-
stellungen von Primzahlen. Beginnt so:{2,3,5,7,11,19,41,64,...}. Desgleichen fir
Quadratzahlen. Siehe [BW02].

Die Anwendung von WQOs bei Terminations-Beweisen ergibt sich aus folgendem

Satz 186. Jede Erweiterung einer WQO ist wieder eine WQO, und damit wohlfun-
diert.

(Eine QO <’ ist eine Erweiterung einer QO <, fallsVz,y:z <y =z <'y.)

Proof. Bei einer Erweiterung darf man (einige) Antiketten ordnen. Da es nach Vor-
aussetzung keine unendlichen Antiketten gibt, entstehen daraus keine unendlichen
absteigenden Ketten. O

6.3.3 Wagnersche Vermutung

Die Relation < auf Strings entspricht genau der Minoren-Relation auf (markierten)
Pfaden. Nach dem Satz von Kruskal ist < eine WQO fiir (Pfade und) Baume. Und
weiter?

Satz 187 (Wagnersche Vermutung). Die Relation <, ist eine Wohl-Quasi-Ordnung
auf Graphen.

Die Wagnersche Vermutung wurde ca. 1990 von Robertson und Seymour bewiesen.
Der Beweis erschien in einer Folge von ca. 10 Artikeln, verteilt iiber 10 Jahre, in
Fachzeitschriften, und umfaflt insgesamt mehrere hundert Seiten.

Aquivalent dazu ist die Aussage:

Satz 188. Jede beziiglich <p; nach unten abgeschlossene Menge C von Graphen
lift sich durch endlich viele verbotene Minoren charakterisieren:

Wenn VH € C : VG <)y H : G € C, dann existiert eine endliche Menge F' mit
VG:GelC <= AHe F:H <, Gq.

Wegen Satz 168 erfiillt die Menge der planaren Graphen die Voraussetzungen. Tatséchlich
ist in diesem Fall durch den Satz von Kuratowski die Menge der verbotenen Minoren
sogar explizit bekannt (und schon vor dem Beweis der Vermutung): { K5, K33}
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6.4 Der Vier-Farben-Satz

(Literatur: [Tho96] und viele andere Darstellungen.)

Die Frage nach der chromatischen Zahle von planaren Graphen hat die Entwicklung
der Graphentheorie seit iiber 150 Jahren wesentlich beeinfluf3t.

Ahnlich wie beim Fermatschen Satz stellt die Antwort selbst (4) mittlerweile hochstens
ein Kuriosum dar; viel wichtiger sind die Methoden, die zu ihrem Beweis entwickelt
wurden — auch die, welche fiir diese Anwendung nicht erfolgreich waren.

Wir kénnen den Beweis hier nicht fithren, denn man muf eine riesige Fallunterschei-
dung verifizieren, was nur mit Computerhilfe funktioniert. Wir konnen jedoch einige
Ideen verstehen.

6.4.1 Sechs Farben
Satz 189 (Euler). Fir jeden planaren Graphen G gilt x(G) < 6.

Proof. Durch Induktion nach der Knotenzahl. Wenn |V (G)| < 6, dann trivial.

Nach dem Satz von Euler gibt es in jedem planaren Graphen wenigstens einen Kno-
ten z mit 6(z) < 5. Nach Induktion gibt es fiir G — z eine 6-Féarbung. Die Nachbarn
von = haben darin héchstens 5 verschiedene Farben, so dafl fiir x wenigstens eine
Farbe iibrigbleibt. 0J

6.4.2 Fiinf Farben

Aufgabe 190. Gibt es planare Graphen, bei denen jeder Knoten den Grad 5 besitzt?
Satz 191 (Kempe, Heawood). Fiir jeden planaren Graphen G gilt x(G) < 5.

Proof. G enthilt einen Knoten x vom Grad < 5. Nach Induktion gibt es eine 5-
Farbung f von G — x. Die Nachbarn von x nennen wir zy,%s,...,25, und wir
nehmen an, daf§ f(z;) = i. (Falls nicht alle der Farben von z; verschieden sind, dann
kénnen wir z selbst die fehlende Farbe geben.)

Fiir Farben i, j betrachten wir den Teilgraphen G;; = (G — z)| -1 @yus-1(j)-

Fiir jedes 7 # 7, und jede Komponente C' von Gj; gilt: Wenn wir in C' die Farben ¢
und j vertauschen, erhalten wir wieder eine 5-Férbung von G — z.

Falls z; und x3 in verschiedenen Komponenten von G5 liegen, farben wir Kompo-
nente von r3 um und erhalten wieder eine Féarbung, bei der x; und z3 beide die
Farbe 1 haben. Damit ist fiir z selbst die Farbe 3 freigeworden.

Falls 5 und x4 in verschiedenen Komponenten von (G5, liegen, dann vertauschen
wir ein der Komponente von x4 die Farben 2 und 4 und fiarben z mit 4.

Ubrig bleiben die Graphen, bei denen z; und z3 in G5 verbunden sind, und z, mit
T4 in G24.

Solche gibt es aber nicht, da sich der Pfad zwischen z; und z3 sowie der zwischen
o und x4 in einem gemeinsamen Punkt treffen miissen. O
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Aufgabe 192. Wo wird hier die Planaritit von G benutzt?

6.4.3 Vier Farben

Satz 193 (Appel, Haken, 1976). Fir jeden planaren Graphen G gilt x(G) < 4.

Die Idee mit den Kempe-Ketten funktioniert leider nicht fiir Vier-Farbungen (TO-
DO: Beispiel aus West), sie 148t sich aber verallgemeinern.

Wir betrachten dazu Konfigurationen, das sind planara Graphen mit ,, Kanten nach
auBen“, d. h. an den dufleren Knoten stehen noch Zahlen, die anzeigen, wieviele
Kanten hier noch eintreffen.

Definition 194. Fine Menge M von Konfigurationen heifst unvermeidbar, falls je-
der planare Graph wenigstens ein Element aus M enthdlt.

Beispiel 195. Die Menge der Punkte mit 3,4,5 Beinen ist unvermeidbar (Satz von
Euler).

Definition 196. Fine Konfiguration K heifst reduzierbar, wenn man fir jeden Gra-
phen G, der K enthdilt, aus einer Farbung von G — K eine Farbung von G konstru-
teren kann.

Beispiel 197. Im Beweis des 5-Farb-Satzes wurde die Konfiguration ,Punkt mit
5 Beinen® reduziert (durch Umfirben des gesamten Graphen entlang der Kempe-
Ketten).

Der Vier-Farb-Satz folgt aus der Existenz einer unvermeidbaren Menge M von redu-
zierbaren Konfigurationen. Appel und Haken haben 1976 eine solche Menge (von ca.
2000 Konfigurationen) angegeben und mit einem Computer verifiziert. Robertson,
Sanders, Seymour und Thomas haben 1996 eine unvermeidbare Menge von 633 Kon-
figurationen gefunden. Zu ihrer Verifikation ist ebenfalls Computer-Hilfe notig, die
Autoren haben die Quelltexte der entsprechenden Programme veréffentlicht, damit
sich jeder Interessent von deren Korrektheit iiberzeugen kann.
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6.5 Die Hadwiger-Vermutung

Literatur: [Die96], Abschnitt 6.4

Der Vier-Farb-Satz beschreibt die chromatische Zahl planarer Graphen. Nach dem
Satz von Kuratowski lassen sich planare Graphen leicht durch verbotene Minoren
charakterisieren. Daher die Idee, nach Zusammenhéngen zwischen (verbotenen) Mi-
noren und chromatischer Zahl zu suchen. Auflerdem mochte man damit geometri-
schen Uberlegungen (zu Planaritét, kreuzungsfreien Wegen etc.) ganz aus dem Weg
gehen, um evtl. neue Zugéinge zum Vier-Farben-Problem zu finden.

Vermutung 198 (Hadwiger, 1943). Fir jedes n € N und jeden Graphen G gilt:

Diese Vermutung gilt als eines der tiefsten offenen Probleme der Graphentheorie.
Aufgabe 199. Zeige die Hadwiger-Vermutung fir r < 2.
Aufgabe 200. Die Hadwiger-Vermutung ist wahr fir r = 3.

Lemma 201. Wenn G 3-zshg, dann K, < G.

Proof. Wihle zwei Knoten a,b € V(G) und drei unabhiingige a — b-Wege p1, p2, p3
in G (die existieren nach Satz von Menger). Da es keine parallelen Kanten gibt,
ist 0. B. d. A. hochstens p; eine Kante, und die anderen Wege p,, p3 enthalten je
wenigstens einen echten inneren Knoten z; € p;. Nach Voraussetzung ist G — {a, b}
zusammenhéngend, also gibt es in G — a, b einen Pfad von x5 nach z3. Damit ist
aber {a, b, z9, 3} ein eingebetteter K, in G. O

Satz 202. Die Hadwiger-Vermutung ist wahr fir r = 4.

Proof. Wir betrachten G mit x(G) > 4. Falls G 3-zshg ist, dann gilt die Behauptung
nach dem Lemma. Falls G nur 2-zshg ist, dann gibt es z,y € V(G), so da G—{z, y}
in mehrere Komponenten zerfillt. Es gibt wenigstens eine Komponente H, fiir die
X(H U zy) > 4. (Falls iiberall x < 3, dann konnten wir sogar eine 3-Féarbung fiir G
konstruieren.) Nach Induktion gibt es einen K, < HUxy. Falls zy € E(G), sind wir
fertig, ansonstens gibt es aber eine x — y-Pfad durch eine andere Komponente von
G, und auch dann haben wir den K; < G. O

Mit etwas mehr Miihe stellt man fest:

Satz 203. Fiirr € {5,6} ist die Hadwiger-Vermutung dquivalent zum 4-Farb-Satz.

Fiir r > 7 ist die Vermutung nach wie vor offen.
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Wir koénnen jedoch wenigstens die folgende Abschwichung der Vermutung fiir alle
r zeigen:

Satz 204 (Wagner, 1964). Fir alle G: x(G) > 2" = K, <)/ G.
(ist Ubungsaufgabe 6.10 in [Die96], Losung in [Hal89], Abschnitt 6.6)

Proof. Induktion nach r. Fiir r = 1 ist die Aussage trivial.

Falls G mit x(G) > 2!, dann wihle ein x € G und betrachte die Graphen G fiir
d>1mit Gy = G{y |  # y, dist(z,y) = d}. (Punkte in Abstand d von z).

Wenigstens ein G4 hat chromatische Zahl > 27. (Falls fiir alle d: x(G4) < 2" — 1,
dann kénnte man G selbst mit 1+ (2" —1)+(2"—1) < 2"*! Farben fiirben: eine Farbe
fiir z, 2" — 1 Farben fiir G; UG3 U ..., weil die ungeraden Schichten untereinander
keine Kanten haben, ebenso 2" — 1 Farben fiir die geraden Schichten.)

Deswegen enthilt ein G4 nach Annahme einen K, als Minor. Jeder y € G4 hat einen
Nachbarn in G4_;. Wir kontrahieren nun alle Schichten z UG U...UG,4_; auf einen
einzigen Punkt, und haben damit einen K, .; als Minor. O



