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aNy=y;aCxy)z=Cx(ay 2z

m data Tree k = L | B (Tree k) k (Tree k)
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mdata N=0] SN
f0=0; f (Sx) =8 (S (f %))
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Industrie?

m automatische Analyse von (third-party)
(Maschinen)programmen (Geratetreiber)

m zur Installationszeit

m ist im wirtschaftlichen Interesse des
Betriebssystemanbieters

m SDV (static driver verifier), SLAM, Terminator
http://research.microsoft.com/en-us/
um/cambridge/projects/terminator/
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m funktionales Programm

m imperatives Programm =
Zustandsiibergangssystem

Zustandsraum ist unendlich (Daten sind beliebig
groB), alle natiirlichen Zahlen, alle Terme (Bdume)

Abgrenzung vom model checking: dort wird
Zustandsraum auf endliche Menge abgebildet

4/20
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Termersetzungssysteme (allgemein)

Berechnungsmodell

m Programm = Regelmenge, operiert auf:
m Daten = Term.

ist Turing-vollstandig
ist (eine) Grundlage fiir funktionale Programmierung

(eine andere ist der Lambda-Kalkiil)
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Terme, Teilterme

m Signatur X
Menge von Funktionssymbolen mit Stelligkeiten,
Bsp:
5o (N/0,C/2,L/0,B/3,5/1,0/0,a/2, p/1}
m Terme lber einer Signatur: Term(X)
Bsp: p(B(L,S(0), B(L, O, L)))
m Position (Adresse eines Teilterms): N* Bsp:
[0,1]
m Menge aller Positionen eines Terms: Pos(t)
m Teilterm an Position: t[p]

m Teilterm an Position p ersetzen: t[p := t]
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Variablen, Substitutionen

m Terme mit Variablen: Term(X, V)

Bsp: p(B(/, k,r)) € Term(X,{/, k, r})
m Substitution: o : V — Term(X)

Bsp: 0 ={/— L, k— S(O),r— B(L,0,L)}
m Substitution anwenden auf Term: to

Bsp: (p(B(/, k,r)))o,

Bsp: (a(p(/), C(k, (p(r)))))o
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Ersetzungsregeln, Ersetzungssysteme

m Regelmenge R C Term(X, V)?

Bsp: {p(L) — N,p(B(l, k,r)) —
a(p(l), C(k, p(r)))}

m eine Regel an einer Position mit einer
Substitution anwenden: t —(; ) po t'
falls t[p] = lo At/ = t[p = ro]

m ein Ersetzungs-Schritt: t —¢ t/
falls 3(/,r) € R : dp € Pos(t) : Jo € Var(/) —
Term(X) : t = po t
Bsp: p(B(L,S(0),B(L,0,L))) —r
a(p(L), €(5(0), p(B(L, O, 1))))
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> -Algebra A : Universum U und fiir jedes k-stellige
Symbol f € ¥ eine Funktion [f]s € UK — U.

Bsp: ¥ ={S/1,f/1,0/0}, U =N,
[S]=(v+— u+1),[f] = (v 3u),[0] =0

monotone Algebra: Halbordnung (U, >) und jede
Funktion ist in jedem Argument streng monoton:

x>y=g(...x,...)>g(..,y,...)

es folgt Monotonie bzgl. Einsetzen:

p € Pos(t),[s1]a > [s2]a
= [t[p := s1]]la > [t[p := s2]]a



Kombatibilitdt, Termination
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Kombatibilitdt, Termination
A ist kompatibel mit Regel (I, r): Yo : [lo]a > [ro]a

Bsp: £(5(x)) = S5(5(f(x)))

Vu - [f][5](u) > [S][S][f](w)

A monoton und kompatibel mit jeder Regel aus R
= Vs, t:s —rt=[s]a>[t]a

wenn (U, >) wohlfundiert ist (jede absteigende Kette
ist endlich, Bsp: (N, >)), folgt daraus Termination
von R. (Manna, Ness, 1970)

http://perso.ens-1lyon.fr/pierre.lescanne/
not_accessible.html
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Bsp: lineare Funktionen f(x) = ax + b auf N

Monotonie und Kompatibilitdt mit Regelsystem
ergeben Constraint-System fiir Koeffizienten.

Monotonie: a > 0. Bereich f : N — N: h > 0.
Kompatibel mit fSx — SS5fx:
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Interpretationen finden

durch symbolisches Rechnen in einer Klasse von
Interpretationen mit unbekannten Koeffizienten

Bsp: lineare Funktionen f(x) = ax + b auf N

Monotonie und Kompatibilitdt mit Regelsystem
ergeben Constraint-System fiir Koeffizienten.

Monotonie: a > 0. Bereich f : N — N: h > 0.
Kompatibel mit fSx — SS5fx:
aras > asasar N\ bs + arbs > bs + asbs + asasbr

Losung: as = 1,ar > 2,bs > 0

11/20



Implementierung der Lésungssuche

Constraint-System f. Koeffizienten ist i. A.
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Implementierung der Lésungssuche

Constraint-System f. Koeffizienten ist i. A.
nichtlineares (polynomielles) Ungleichungssystem.

dann kann man auch lineare — polynomielle
Interpretation verallgemeinern (Charifa und Lescanne,
1987, http://perso.ens-1lyon.fr/pierre.
lescanne/publications.html

Losbarkeit ist unentscheidbar (iiber N, Hilberts 10.
Problem) oder sehr komplex (iiber R, QEPCAD).

Lésung in kleinen ganzen Zahlen durch
SAT-Kodierung und SAT-Solver.
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Grenzen des Verfahrens

System R = {a(a(x)) — a(b(a(x)))}

m terminiert (betrachte Anzahl der a-Paare)

m Ableitungskomplexitat ist nur linear

m besitzt keine kompatible lineare Interpretation
(wegen [5](x) > x)

m Ausweg: a-Paare zdhlen durch lineare
Funktionen auf Vektoren:

[a](Xay) - (X + Y, 1)7 [b](X7y) - (X? O)
m Ordnung? Monotonie? Kompatibilitat?
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Vektorwertige Interpretationen

U:Nd, [f]:(Xl,...,Xk)l—>F0—|—F1X1-|-...—|—F,'Xk

osp [l = (5 o)+ (1) B0 = (5 o) =

wohlfundierte Ordnung auf U:

(g, ou)T > (v, vi) T o=
up>vi AU > vi AN N\ U > v
Monotonie: (F*)*7* > O, (F>0)171 >1

Kompatibilitdt durch Koeffizientenvergleich

Hofbauer, Waldmann, Endrullis, Zantema 2007
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Ableitungslangen

Ableitungshohe eines Terms t bzgl. Programm R
dhg(t) = sup{k | 3t' : t =K t'}
GroRe eines Terms: |t| = | Pos(t)|

Ableitungskomplexitdt = Ableitungshohe bzgl.
Eingabegrofe

dcr(s) = sup{dhg(t) | t € Term(X), |t| < s}

linear, polynomiell, héher?
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Ableitungskomplexitat durch
Interpretationen

Wenn A eine monotone Algebra iiber wohlfundiertem
(U, >), kompatibel zu System R,

dann dhg(t) < dh-([t]a)

Schranke fiir dh-([t]) in Abhangigkeit von |t| liefert
Schranke fir dcg.

Z. B. Funktionen der Form (u+ 1 - u+ b) liefern
lineare Schranke. (Form (u+— a- u+ b) liefert...7?)

polynomiell beschrankte Matrixinterpretationen
Hofbauer, Moser, Waldmann, 2008



Analyse von Programmen

Ubersetzung des Programms P (Haskell, Prolog,
Java-Bytecode) in Termersetungssystem R,

dann Analyse von R mit hier beschriebenen (und
weiteren) Methoden.

Bsp (analysiert Termination):

AProVE (automated programm verification
environment) Giesl et al, 2004,
http://aprove.informatik.rwth-aachen.de/


http://aprove.informatik.rwth-aachen.de/

Resource Aware ML (RAML)
Hoffmann, Hofman, 2010

m first-order, monomorphe funktionale Sprache

m Beschreibung des Resourcenverbrauchs (Zeit,
Platz) durch Differenz der Interpretationen von
Argument und Resultat

m automatische Bestimmung der Koeffizienten in
der Interpretation durch Constraint-Solver (CLP)

m Erweiterung auf higher-order, Polymorphie:
ongoing work (Bau, H., H., Waldmann, 2012)

http://raml.tcs.ifi.lmu.de/


http://raml.tcs.ifi.lmu.de/

Termination/Complexity Competition
seit 2003 (Termination), 2008 (Complexity)

m Eingabe:
TPDB: Termination Problem Data Base
(TRS, SRS, Prolog, Haskell, Java Bytecode)

m Ausgabe:
Beweis fur Termination oder Nichttermination,

fir polynomielle Komplexitat


http://www.termination-portal.org/wiki/Termination_Competition
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Termination/Complexity Competition
seit 2003 (Termination), 2008 (Complexity)

m Eingabe:
TPDB: Termination Problem Data Base
(TRS, SRS, Prolog, Haskell, Java Bytecode)

m Ausgabe:
Beweis fur Termination oder Nichttermination,

fir polynomielle Komplexitat
2. Phase: maschinelle Verifikation des Beweise

http://www.termination-portal.org/wiki/
Termination_Competition

vgl. Competitions: SAT, SMT, Theorembeweiser, . ..
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m Typinferenz (d. h. Compiler beweist
Termination, bestimmt Komplexitit)
Bsp: dieser Vortrag (fiir TRS), RAML

m Typdeklaration (d. h. Programmierer schreibt
Terminations/Komplexitdtsbeweis auf, Compiler
priift), Bsp: totale Funktionen in Coq, Agda

Implicit Computational Complexity: syntaktische
Einschrankungen

m Termination: Bsp: keine Rekursion, nur fold

m polynomielle Komplexitédt: nur eingeschrankte
Rekursion



