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Anhang 1 Mathematische Grundlagen
Al.1 Grofien und Gleichungen

Gegenstand der Physik ist das Erkennen von Naturgesetzen sowie deren Beschreibung mit den Me-
thoden der Mathematik. Physikalische Grdfien kennzeichnen Eigenschaften physikalischer Objekte,
fiir die ein Messverfahren existiert, haben somit eine Qualitit (Kraft, Masse, Geschwindigkeit,
Dichte,...) wie auch Quantitdt (erfasst durch eine Zahl), die es gestattet, Grolen gleicher Qualitét
miteinander zu vergleichen. Hierbei bezieht man sich auf physikalische Einheiten, das sind internati-
onal festgelegte reproduzierbare Grofen, die entweder durch einen Prototypen wie beim Kilogramm
oder eine Messvorschrift wie beim Ampere (s.u.) definiert werden. Jede physikalische Grofle G kann
als Vielfaches dieser Einheiten ausgedriickt werden. Somit ergibt sie sich als Produkt aus dem quan-
titativen Merkmal, der Mafizahl oder dem Zahlenwert {G}, und dem qualitativen Merkmal, der Ma/3-
einheit [G]:
G = {G}[G]. (A1.1)

Physikalische Gesetze finden ihren Ausdruck in der mathematischen Verkniipfung verschiedener
physikalischer GroBen. Gilt z.B. fiir die gleichformige Bewegung mit der Geschwindigkeit v ein Zu-
sammenhang zwischen dem zuriickgelegten Weg s und der dazu benétigten Zeit ¢ als Produkt s = v ¢,
erhilt man laut A1.1 fiir die explizite Berechnung s = {v}[v]{¢}[f] = {vt}[v{] = {s}[s].
Physikalische Gesetze fiihren somit zu einer Verkniipfung von Maf3einheiten. Man unterscheidet hier-
bei zwischen Basiseinheiten und abgeleiteten Einheiten.

Dem Internationalen Einheitensystem (Systéme International d'Unités, abgekiirzt SI) liegen sieben
Basiseinheiten zugrunde:

Physikalische Grof3e Basiseinheit Symbol
Linge das Meter m
Zeit die Sekunde S
Masse das Kilogramm |kg
Elektrische Stromstirke |das Ampere A
Temperatur das Kelvin K
Stoffmenge das Mol mol
Lichtstirke die Candela cd
ergdnzende Einheiten

ebener Winkel der Radiant rad
Raumwinkel der Steradiant st

Bei einer Grofengleichung stehen die Symbole fiir die physikalischen GréBen, also filir die Produkte
aus Zahlenwert und Einheit dieser Groflen. Sie gilt unabhidngig von der Wahl der Einheiten. Es ist
unerheblich, ob man z.B. in der Gleichung s = v ¢, die Geschwindigkeit in m/s oder km/h angibt,
wenn die Einheit der Zeit entsprechend in s oder h gewéhlt wird. Verwendet man dagegen nichtko-
hdrente Einheiten - das ist insbesondere bei ingenieurtechnischen Anwendungen iiblich - kommt
man zur Zahlenwertgleichung. Bei dieser sind bestimmte Einheiten vorgeschrieben, in unserem Bei-
spiel:
s=v1t/3,6 mit s - Weg in Metern

v - Geschwindigkeit in Kilometern je Stunde

t - Zeit in Sekunden.
Die Verwendung der SI-Einheiten bietet dagegen den Vorteil, dass die GroBengleichungen ohne Ver-
dnderung auch als Zahlenwertgleichungen benutzt werden konnen. Aus diesem Grunde werden im
Folgenden stets Grof3engleichungen in SI-Einheiten verwendet.
Bei der Umformung einer Grofengleichung gelten die iiblichen Regeln der Mathematik. Zahlenwerte
und Einheiten verschiedener GroB3en konnen in einem gemeinsamen Ausdruck umgeformt werden.
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Da Summanden innerhalb einer Grofengleichung stets gleiche Einheiten haben miissen, kann man
diese aber auch ausklammern und getrennt umformen. Auf diese Weise entsteht aus einer Grof3en-
gleichung die dazugehorige Einheitengleichung.

Grofengleichung: v =vo+ s/t = {vo}[vo]+ {s/t}[s/t] = {vo}[v]+ {s/t}[v] = ({vo}+ {s/t})[V]
Zahlenwertgleichung: {v} = {vo} + {s/t}
Einheitengleichung: [v]=[v] + [s/t] = [s]/[{] =m/s

Man sollte die Einheitengleichung stets sorgfaltig behandeln. Bei einer unrichtigen GroBengleichung
ist sehr oft die Einheitengleichheit nicht gegeben und man kommt dadurch dem Fehler rasch auf die
Spur. Zu beachten ist, dass als Potenzen nur Zahlen in Frage kommen, ebenso wie Logarithmen auch
nur von Zahlen gebildet werden konnen. Andererseits sind die trigonometrischen Funktionen nur fiir
Winkel definiert.

A1.2 Differentiation physikalischer Grofien

Oft sind die interessierenden Grofen nicht konstant, sondern Funktionen verschiedener Variablen.
Ublich ist in der Mathematik die Bezeichnung y = f{(x1, x2, x3,...), mit dimensionslosen Variablen x;
und Funktion £ Funktionen und Variablen der Physik enthalten dagegen Maf}einheiten. Besonders
haufig sind Zeitabhéngigkeiten. Sei die Geschwindigkeit v(¢) eine solche Zeitfunktion. Die bekannte
Beziehung v = s/t liefert nur die mittlere Geschwindigkeit, mit welcher in der Zeit ¢ die Wegstrecke s
zuriickgelegt wird. Interessiert man sich flir aktuelle Geschwindigkeitswerte, so betrachtet man kleine
Teilwegstrecken 4s, die in Zeiten At zuriickgelegt werden.

S A Abb. Al.1 Weg-Zeit-Funktion bei zeitlich verénderli-
cher Geschwindigkeit
s(t)
AS=AS(+A-S(t) In diesem Fall wird s(¢) durch eineA gekriimmte Kurve be-
schrieben. Der Differenzenquotient il entspricht der mittle-
s(t+at) At
ren Geschwindigkeit im Zeitintervall A7. Durch Ubergang
zum Differentialquotienten erhélt man die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢’ als v(¢').
t t+at t
Der Grenziibergang zu differentiellen Zeitintervallen d¢ liefert die Momentangeschwindigkeit v(z):
. As ds
() = lim 22 =&
A0 At dt

Die Differentiale ds und d¢ sind jeweils Produkte aus Mallzahl und Maf3einheit. Die Einheitenglei-
chung ldsst sich separieren, man erhdlt wieder die Maf3einheit der Geschwindigkeit. Als Aufgabe
verbleibt die Differentiation der Zahlenwertfunktion {s(f)} nach dem Zahlenwert der Zeit:

vy = ST disy [s]_dis} m (A1.2)
dirg[r] d{ty [r] di s
Das ist ein rein mathematisches Problem und leicht zu I6sen, wenn die Zeitabhangigkeit s(¢) bekannt
ist. ZweckmaBig geht man so vor, dass die Funktion s(¢) nach ¢ formal differenziert wird (genau so,
als wiirde eine analoge Funktion y(x) nach x differenziert werden). Werden in die resultierende Funk-
tion v(¢) dort enthaltene physikalische Grofen eingesetzt, erhilt v(7) stets die richtige MaBeinheit.
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Beispiel Al.1: Zeitabhingigkeit der Geschwindigkeit eines Oszillators

Aufgabe: Die Zeitfunktion der Auslenkung eines Oszillators (Federschwinger) der Frequenz £ ist durch die
Funktion s(f) = B cos(2nft) gegeben. Man berechne die Geschwindigkeit w(¢).
Geg.: Amplitude B = 0,05 m; Frequenz /= 1,5 s!.

Losung: Die Funktion s(f) wird formal differenziert: v(¢) = ds(¢)/dt = -2nf B sin(2nft). Die gegebenen Werte
fiir Frequenz und Amplitude werden eingesetzt und die MaBleinheiten geeignet umgeformt:

v(f) = -0,157nsin(37nt¢/s) m/s. Das ist die gesuchte Geschwindigkeits-Zeit-Funktion. Interessiert ein spezieller
Wert, z.B. zu t = 0,5s, wird fiir die Zeit diese Grofie eingesetzt v(0,5s) = -0,157 sin(1,57) m/s = 0,471 m/s.

A1.3 Integration physikalischer Grofien

Die Integration als Umkehrung der Differentialrechnung erweist sich auch in der Physik als eine
wichtige Methode. Als Stammfunktion oder Integral einer gegebenen Funktion y = f(x) bezeichnet
man eine differenzierbare Funktion F(x), deren Ableitung gleich f{x) ist, also F'(x) = f{x). Da bei der
Differentiation einer Funktion eine in dieser additiv auftretende Konstante verschwindet, existieren
zu einer gegebenen Funktion unendlich viele Stammfunktionen. Bei der Berechnung des Integrals ist
diese Integrationskonstante C unbestimmt

unbestimmtes Integral .[f(x) dx=F(x)+C.| (A1.3)

Die Funktion f{(x) bezeichnet man als Integrand, x ist die Integrationsvariable. Es ist insbesondere
bei Anwendungen in der Physik durchaus tiblich, das Differential dx auch unmittelbar hinter das In-
tegralzeichen zu schreiben.

Wie verfahrt man, wenn es sich um physikalische Gré3en handelt, x, £, /' und C also Maleinheiten
enthalten? Auch hier konnen Zahlenwertgleichung und Einheitengleichung separiert werden.

jV(l‘) dz = I{V(f)}[V(l‘)] {drj[dr] = I{V(t)} {df m = {s()} [sO]+ {CHC]={s()} m + {C m=s5() + C
In der Praxis wird man wieder so verfahren, dass die Funktion v(¢) formal {iber die Zeit integriert
wird, das Ergebnis erhédlt automatisch die richtige MaBleinheit (sofern richtig integriert wurde - Kon-
trollmoglichkeit!). Welche Bedeutung hat die Integrationskonstante C? Diese enthilt einen zunichst
unbestimmten zeitunabhingigen, also konstanten, Anteil am Weg s. Es wird zur expliziten Bestim-
mung von C also noch eine weitere Angabe zu s bendtigt. Sei der Weg 1 zum Zeitpunkt ¢ gegeben.
Hieraus ergibt sich eine Mdoglichkeit, C zu bestimmen: C = S - s(#1). Mit der so bestimmten Integra-
tionskonstante kann man fiir beliebige Zeiten den Weg berechnen. Interessiert der innerhalb eines
Zeitintervalles [#,; fc] zuriickgelegte Weg, berechnet man die Differenz s(z.) - s(ta).

Wihrend eines sehr kleinen Zeitintervalls [#1; #1+Af] kann die Geschwindigkeit als nahezu konstant
betrachtet werden v = v(#1). Das Produkt v(#1)At hat die Dimension einer Liange mit der Mal3einheit
Meter und entspricht dem wihrend At zuriickgelegten Weg As. Teilt man das Intervall [#,; ] in aus-
reichend viele A# , so ist die Summe iiber die Teilstrecken As; in guter Ndherung gleich dem in dieser
Zeit zurlickgelegten Weg

s(t)—s(t,) = Zn:v(ti) At (A1.4)

Von dieser Summe wird der Grenzwert fiir den Fall berechnet, dass die Dauer der Elementarintervalle
gegen Null strebt und demzufolge ihre Anzahl gegen «. Dieser Grenzwert heif3t das bestimmte Rie-
mann''sche Integral der Funktion in dem gegebenen Intervall. In unserem Beispiel schreibt man dafiir

' Bernhard RIEMANN (1826-1866), dt. Mathematiker; part. Diff.-Glg. der Theoret. Physik; Funktionentheorie; Rie-
mann-Integral u.v.m.
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n tc

s(2,) = s(6,) = lim > 7v(t) A, = [ v(z) di (ALS)

Die beiden Intervallgrenzen werden zu Integrationsgrenzen, sie legen das Integrationsintervall fest.
Die Berechnung eines bestimmten Integrals wird iiber die Beziehung

. b , auf die Be-
Hauptsatz der Integralrechnung jf(x) dx == IF' (x)dx = F(x)| =F()-F(a).| (A1.6)

rechnung
des zugehorigen unbestimmten Integrals F(x), d.h. auf die Ermittlung einer Stammfunktion s.
Glg.A1.3 zuriickgefiihrt. Angewandt auf unser Beispiel ergibt sich eine Ubereinstimmung mit Glg.
AlS.
Abb. A1.2 Geometrische Interpretation des be-
vV A stimmten Integrals

Die bestimmte Integration kann mit einer Flachenbe-
rechnung verglichen werden. Die Abbildung zeigt
dies anschaulich fiir eine relativ grobe Zerlegung laut
Glg. Al.4. Teilsummen fiir positive Werte von v(¢)
erhalten positives Vorzeichen, solche fiir negative v
analog negative Vorzeichen. Die Integration {iber
das gesamte Intervall liefert eine Flachendifferenz.
Im Beispiel hat diese natiirlich die Dimension einer
Léange, da [v][f] = m.

t Vertauscht man die Integrationsgrenzen, dndert sich
das Vorzeichen des bestimmten Integrals.

V(tis)
v(t;)

Beispiel A1.2: Wurfhohe beim senkrechten Wurf

Aufgabe: Eine Masse m wird aus der Hohe /o = 15 m mit der Anfangsgeschwindigkeit vo = 15 m/s senkrecht
nach oben geworfen und bewegt sich reibungsfrei unter dem Einfluss der Schwerkraft. Welche Position hat
die Masse zu einem spateren Zeitpunkt ¢'=3,5 s?

Losung:

Fiir die Geschwindigkeit beim senkrechten Wurf gilt die Beziehung w(¢) = vy - g¢ mit der Erdbeschleunigung
g=9,81 m/s>. Um hieraus die Ortsfunktion /() zu berechnen, muss v(f) iiber die Zeit integriert werden:

h(t)z.[v(t)dtz.[vo -gtdtzv@—%tz +C.

Die Integrationskonstante C kann bestimmt werden, wenn man die Randbedingung h(t=0)= ho anwendet. Hie-

raus folgt sofort C = /o und somit ergibt sich als Losungsfunktion A(f) = vt —%tz + h,. Mit den angegebe-

nen Werten bestimmt man /(¢) = 7,4 m.
Fiihrt man eine bestimmte Integration durch, mufl man die Integrationsgrenzen ¢, =0; t.=1¢' festlegen. Der
innerhalb dieses Zeitintervalls zuriickgelegte Weg betrégt
.
h(t")—h(0) = I Vv, -gtdt =v,t' —%t'z =-7,6 m . Addiert man die Anfangshohe /o, erhdlt man ein glei-
0
ches Ergebnis wie bei der unbestimmten Integration.
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Al.4. Vektorielle Grofien

Neben solchen skalaren GroBen wie Masse, Zeit, Dichte, Volumen, Druck, Temperatur,... welche
durch Maf3zahl und Maf3einheit vollstindig angegeben werden, unterscheidet man in der Physik ge-
richtete Groflen. Solche sind Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Feldstirke,... die durch Vek-
toren dargestellt werden konnen. Gut veranschaulichen kann man sich einen Vektor als Pfeil, dessen
Lénge (sein Betrag) gleich dem Produkt aus Maf3zahl und Maf}einheit ist, und dessen Richtung durch
die Orientierung des Pfeiles vom Ausgangs- oder Startpunkt zam Endpunkt oder Spitze im Raum
angegeben wird. Eine einfachste Methode, einen Vektor a zu charakterisieren besteht somit in der

Angabe seines Betrages |5| = a und seiner Richtung durch einen sogenannten Einheitsvektor €. Die-
ser hat den Betrag "1" und ist dimensionslos. Man schreibt ¢ =a¢,, der Vektor a ist somit der um
den Betrag a vergroflerte Einheitsvektor €,. Vektoren lassen sich addieren (¢ =a + b=a e, +be,)

und mit anderen Skalaren multiplizieren (c? =Ca=Cace,). Die skalare Multiplikation &ndert nur

den Betrag, nicht die Richtung des Vektors. Ist der Skalar negativ, so dndert sich jedoch der Rich-
tungssinn des Vektors (zeigt jetzt in die genau entgegengesetzte Richtung).

Abb. A1.3 Multiplikation mit Skalar, Addition

Der (Einheits-)Vektor €, wird mit einem Skalar a, seinem Betrag, multipliziert (links).

Bei der Addition zweier Vektoren wird der zweite Summand so parallel verschoben, dass sein Startpunkt auf

den Endpunkt des ersten Summanden trifft. Die Summe ergibt sich aus dem Vektor vom Startpunkt des ersten
zum End punkt des zweiten Summanden.

Bei dem Produkt zweier Vektoren unterschei-
det man zwischen Skalarprodukt (auch "Punkt-
produkt", Ergebnis ist ein Skalar) und Vektor-
produkt (auch "Kreuzprodukt", Ergebnis ist ein
Vektor). Die geometrische Veranschaulichung
beider Produkte ist auf Abb. Al.4 gegeben.
Das Skalarprodukt sowie der Betrag des Vek-
c torproduktes der Vektoren berechnet sich zu

ol
ol

Skalarprodukt — G-b =abcosgp — mit @ = £(d@b) (ALT)

Betrag des Vektorproduktes |E| = ‘Zz xb ‘ =absin @

Das Vektorprodukt steht senkrecht auf der durch beide Faktoren aufgespannten Ebene, der Rich-
tungssinn ergibt sich aus der Rechtsschraube.

Abb. A1.4 Skalarprodukt, Vektorprodukt
Die Projektion des Vektors b auf den Vektor a

A
hat den Betrag a cos @. Mit dem Betrag von b 8
multipliziert ergibt sich das Skalarprodukt. 2
Das Vektorprodukt ist vom Betrag gleich der Fla-
che des durch beide Faktoren aufgespannten Pa- b
rallelogramms. Dreht man den ersten Faktor des ©cos @ bsin @
Produkts, also a, um eine zu beiden Vektoren

\ 4

Oy

- P ,
senkrechte Achse auf b , so zeigt ¢ in die Rich- a 2 =
tung einer um diese Achse gedrehten Rechts- Skalarprodukt Vektorprodukt

schraube.
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Physikalische Gesetze, die mit Skalar- bzw. Vektorprodukt formuliert werden, haben unterschiedli-
che Bedeutung. Greift z.B. eine konstante Kraft F an einem Punkt an, der um den Vektor R ver-
schoben wird, leistet sie an diesem die Verschiebungsarbeit W = R - F . Greift dagegen die gleiche
Kraft an einem Ortsvektor R an, erzeugt sie um eine Achse, die senkrecht zu Fund R verlauft, ein
Drehmoment M = R x F . Die MaBeinheit beider GroBen ist gleich Nm.

Koordinatenschreibweise

Hat man es mit vielen Vektoren zu tun und sind diese noch variabel, z.B. zeitabhéngig, ist es prak-
tisch, diese mit konstanten Vektoren zu vergleichen. Drei zueinander senkrecht orientierten Vektoren
€,,€,,€,,jeweils vom Betrag 1 bilden die Basis oder Einheitsvektoren eines kartesischen Koordina-

tensystems. Jeder Vektor kann eineindeutig in drei Komponenten so zerlegt werden, daf3 diese jeweils
ein Vielfaches der Einheitsvektoren darstellen. Die Komponenten sind somit Vektoren. Die skalare
GrofBe, mit welcher man einen Einheitsvektor multiplizieren muss, um die entsprechende Kompo-
nente in dieser Richtung zu erhalten, bezeichnet man als Koordinate. Es gilt somit fiir einen Ortsvek-
tor

R=R +R +R =RE +RE +RE.. (A1.8)
Der gro3e Vorteil dieser Koordinatenschreibweise besteht darin, dass man alle Vektoren mit nur drei
Einheitsvektoren beschreiben kann. Dabei ist es unerheblich, welche Dimension diese Vektoren ha-
ben. Man kann also z.B. sowohl Geschwindigkeits- oder auch Kraftvektoren zusammen mit Ortsvek-
toren in einem System darstellen. AusschlieBlich die Koordinaten enthalten dabei die Malleinheiten,
z.B. Rx= {Rx}[Rx] = {Rx}m.
ZA Abb. Al.5 Koordinatendarstellung

Die Projektionen des Vektors R auf die Einheitsvek-
toren €,,€,, €, ergeben die Komponenten R, R , R,

-+ = . Jede Komponente kann als Einheitsvektor, multipli-
R ziert mit der dazugehorenden Koordinate, dargestellt
T werden. Die Koordinate besteht aus dem Produkt von
(positiver oder auch negativer) Malizahl und Malein-
T heit.
- z Beim abgebildeten Koordinatensystem handelt es sich
e x /» um ein sogenanntes Rechtssystem. Alle anders orien-
— /o €y tierten Systeme, die durch Drehung aus diesem System
erhalten werden konnen, sind ebenfalls Rechtssys-
teme. Nur mit solchen Systemen werden wir arbeiten.
5 Ein Linkssystem erhdlt man, wenn eine Achse in die

=3 > entgegengesetzte Richtung zeigt.
X/ R

204

04
<V

Wenn man sich stets auf das gleiche Koordinaten-
system bezieht, ist es miilig, bei jedem Vektor die Einheitsvektoren explizit aufzuschreiben, da dieser
ja durch die Koordinaten bereits vollstdndig beschrieben ist. Also gibt man oft nur die drei Koordi-
naten in x-, y- und z-Richtung an:

S

X

Zeilenvektor R = (Rx,Ry,Rz) Spaltenvektor S = S, |- (A1.9)
S

Ob man die Koordinaten eines Vektors als Zeile oder Spalte anordnet, ist zunéchst unerheblich. Wenn
wir uns an den Regeln der Linearen Algebra orientieren, die allgemeinere Strukturen beschreibt, wer-
den wir Vektorprodukte als Zeilenvektor mal Spaltenvektor aufschreiben.
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Rechenregeln
Die Koordinatenschreibweise erleichtert vorziiglich das Rechnen mit Vektoren.

Vektoraddition
R+S=RE +RE +RE +S38 +S3 +58 =(R +5,)8, +(R, +5,)8, +(R +S.)e.

R, S, R +S,
O=R+S=|R, |+|S, |=|R, +85,
R, S, R +S,
Vektoraddition Q,=R, +S, i=x,y,z (A1.10)
Multiplikation mit einem Skalar
R, AR,
P=AR=ARE +ARE +ARE = Y ARE =4 R, |=| 4R,
e R, AR,
Multiplikation mit Skalar P.=AR, i=x,y,z (A1.11)

Skalarprodukt
R-5=(RE +RE, +RE.) (53 +53 +S3.)

=RS&’+RSEE +RSEE +RSEE +RSE'+RS €& +RSEE +RSEE +RSE
=RS . +RS +R.S.

Skalarprodukt R-S = ZRZ. S, (A1.12)

i=x,y,z

Aus dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst R - R = R? ergibt sich eine Mdglichkeit zur Be-

rechnung seines Betrages:
Betrag eines Vektors R = ‘R‘ = | ZR,.Z (A1.13)
i=Xx,y,2
Vektorprodukt

O=RxS=(R& +Ré +RE )x(5.é +5,¢6 +5.¢)
=R S.e xe, +RS e xe +RS.é xe +R,Se xe +RS e xe, +RS e xe +RSe xe +RSe xe +R.S.ée. xe,
= (r,S.-R.S,)e, +(R.S, - R.S.)é, +(R.S, — RS, )e.

Vektorprodukt Q, = R,S;, —R,S, i, j,k=x,y,z in zyklischer Vertauschung| (A1.14)

Differentiation eines Vektors nach einer skalaren Grofie
Ist ein Vektor von einer skalaren Grofle abhéngig (in vielen Fillen ist das die Zeit ¢), stellt sich die

Frage nach seiner Ableitung. Betrachtet man einen Ortsvektor R(¢), so lautet dessen Differenzenquo-

AR R ~R
sient AR _ (t+At)—R(2)
At At
also eine Geschwindigkeit. Dessen Grenzwert v(¢) ist die Zeitableitung des Ortsvektors. Da Zeitab-
leitungen in der Physik sehr hiufig auftreten, hat man hierfiir eine Abkiirzung eingefiihrt. Ein Punkt

iiber der Zeitfunktion bedeutet, dass man sie einmal ableitet, zwei Punkte sind gleichbedeutend mit

. Offensichtlich handelt es sich um einen Vektor mit der Malleinheit m/s,
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der zweiten Ableitung usw. Also gilt v(¢) = %ﬁ(t) = ﬁ(t) . Ansonsten gelten die bekannten Regeln

der Differentiation. Da ein Vektor als Summe seiner Komponenten aufgeschrieben werden kann, ist
seine Ableitung auch gleich der Summe der Ableitungen der Komponenten. Da jede Komponente
Produkt eines (konstanten!) Einheitsvektors mit der zeitabhidngigen Koordinate ist, wird nur diese
abgeleitet. Das stellt kein Problem dar, denn die Koordinate ist ja nur eine skalare Zeitfunktion. Es
ergibt sich somit

Differentiation eines Vektors R(t) =

DY RME =) %Rl.(t)éiz Y R(0E, (A1.15)

i=x,y,2 i=x,y,2 i=x,y,2

d
dr

Beispiel A1.3: Geschwindigkeit bei gleichformiger Kreisbewegung

Aufgabe: Ein Massenpunkt bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit  auf einer Kreisbahn um die
z-Achse mit dem Radius R. Zum Zeitpunkt # = 0 sind seine Koordinaten (R, 0, 0). Gesucht ist der Geschwin-
digkeitsvektor.

Losung:

Die Position des Massenpunktes ist gegeben
durch den Abstand R von der Rotationsachse
sowie den Winkel ¢(7) = wt+@n. Diese beiden
GroBen sind die Polarkoordinaten. Da der
Massenpunkt zu ¢ = 0 auf der x-Achse liegt,
folgt ¢ = 0. Aus der Projektion des Ortsvek-
tors auf die x-, y- und z-Achse ergeben sich
die kartesischen Koordinaten zu
Ry = Rcos ot, Ry = Rsin ot, R, = 0.

Durch Differentiation der Ortskoordinaten
nach der Zeit erhélt man die Koordinaten des Geschwindigkeitsvektors. Dieser hat die Richtung einer Tangente
an die Kreisbahn

- d . : N e .
V() = Z (R cos wt, Rsin wt,0)= Rw(—sin ot,cos wt,0). Die Richtung der Bahngeschwindigkeit ergibt

sichaus AR , der Anderung des Ortsvektors R im Zeitintervall At, ¥(¢) = iim

R(t+AD = R(t) . Der Betrag
t—0 At

der Geschwindigkeit ist konstant: v= @ R.

Integration eines Vektors tiber eine skalare Grofie

Betrachten wir als Beispiel wieder einen zeitabhingigen Ortsvektor R(¢) . Bekanntlich ergibt die erste
Zeitableitung eine Geschwindigkeit v (7). Bei einer nochmaligen Ableitung nach der Zeit resultiert
die Beschleunigung a(¢) . Die Integration als Umkehrung der Differentiation sollte es demzufolge

ermdglichen, aus einer bekannten Beschleunigung die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion als Vektor zu
bestimmen. Hier geht man formal vor, indem man die Integration des Vektors als Summe der Integ-
rale der drei Komponenten versteht. Da jede Komponente aus dem Produkt von (konstantem) Ein-
heitsvektor und zeitabhingiger Koordinate besteht, kann der Einheitsvektor vor das Integralzeichen
geschrieben werden. Integriert wird dann die Koordinate, die lediglich eine skalare Zeitfunktion dar-
stellt.

Integration eines Vektors Iﬁ(t)dt = j va (t)e,dt = Zjv[ (t)e,dt = Zéijvi (H)dtl  (A1.16)

i=x,y,z i=x,y,z i=X,y,Z
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Beispiel A1.4: Der schiefe Wurf

Aufgabe: Eine Punktmasse bewegt sich zu # = 0 vom Koordinatenursprung aus mit einer Geschwindigkeit vo
unter einem Winkel o zur x-Achse. Sie unterliegt nur der Erdbeschleunigung. Geben Sie den Ortsvektor als
Funktion der Zeit an.

Losung:

Die Erdbeschleunigung wird iiber die Zeit integriert. Das Ergebnis ist ein Geschwindigkeitsvektor:

3(1) = [ gdr = [(0.0~g)r =(C..C,.[ - gdt)=(C..C,.~gt + C.)= g1+ C.

Die Integration der x-und y-Koordinaten liefert nur Konstanten. Offensichtlich gilt fiir =0 die Beziehung
v(0) = C. Somit ist die Integrationskonstante gleich dem Vektor der Anfangsgeschwindigkeit

C =¥, = (v, cosa,0, v, sina,) . Nochmalige Integration liefert den Ortsvektor:

ﬁ(t) = Iﬁdt = J'(v0 cosa, 0,—gt + v, sin a,)dt = Uvo cosa dt,C, I— gt+v,sina dt)

=(v0tcosa+Cx, C,, _Ep +v0tsina+Czj=§t2 +7,t+C.
2 2

Fiir die Integrationskonstante gilt C= E(O) =0, also ﬁ(t) = (vot cosa, 0,— % t* +v,tsin aj. Da fiir be-

liebige Zeiten Ry = 0, verlauft die Wurfbahn nur in der xz-Ebene. Durch welche Funktion z(x) wird die Wurf-
bahn beschrieben? Hierzu wird x = vo ¢ cos o nach ¢ umgestellt und in z eingesetzt:

2 .
X xsina . oL .
z= _£ + . Die geworfene Masse beschreibt eine sogenannte Wurfparabel. Die nicht-
Vv, cosa cosa

2

v, . . . .

triviale Nullstelle entspricht der Wurfweite s = —"—sin 2« . Bei einem Abwurfwinkel von o = 45° hat sie
g

ihren Maximalwert.

Integration iiber eine vektorielle Integrationsvariable

Wenn die Integrationsvariable ein Vektor ist, so stellt das Differential einen infinitesimal kleinen
Vektor dar. Mit diesem ist der Integrand (in der Regel eine Funktion der Integrationsvariablen) zu
multiplizieren. Danach wird innerhalb der Integrationsgrenzen aufsummiert. Sei als einfachstes Bei-

spiel die Integrationsvariable ein Ortsvektor ﬁa, der die Lage eines Punktes angibt. Der Punkt wird
nun entlang einer gekriimmten Trajektorie verschoben. Die Verschiebung von einem Raumpunkt auf
der Trajektorie zum nichsten wird recht gut durch kleine Verschiebungsvektoren Aﬁi beschrieben, s.

Abb. A1.8. SchlieBlich endet die Trajektorie im Punkt mit dem Ortsvektor ﬁe . Offensichtlich gilt

AR +AR, + AR, +..+AR, =Y AR =R —R, =

i=1

;= Al.17
dR. ( )

1N

O e,

Oft ist der Integrand G(f) eine Vektorfunktion der Integrationsvariablen ]? . Der Ausdruck hat dann
/;
die Form .[ G(f) df . Das sieht erst ein wenig ungewohnt aus. Wenn wie hier der Integrand mit der

Ja
Integrationsvariablen durch skalare Multiplikation verkniipft sind, kann man die entsprechenden Re-

A A -
geln anwenden. Nach Glg. A1.7 folgt I G(f)df = jG( f)cosa(f)df. Der Integrand ist dann eine
Ja fa

skalare Funktion von f . Die Integration ist explizit durchfiihrbar, wenn a(f) bekannt ist.
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Wenn die Funktion é(f) in kartesischen Koordinaten gegeben ist, kann Glg. A1.12 angewendet wer-
den. Das Differential wird ebenfalls in Koordinaten angegeben. Der resultierende Ausdruck
é(f) df =G, df, + G df, + G_df. enthdlt nur noch skalare Funktionen, die zu integrieren sind, So-

mit gilt j G(f)df = j G.df. + j G,df, + j G.df. .

Abb. A1.8 Integration iiber ein Kurvenstiick
R,

Die Integration I dR bedeutet hier die Summation der infinite-
R,

simalen Verschiebungsvektoren dR . Die resultierende Gesamt-
verschiebung wird allein durch Anfangs- und Endpunkt be-
stimmt.

Wohl zu unterscheiden gilt es hiervon den ganz dhnlichen Aus-

R(‘
druck I dR.Da R= ‘R‘ hat das Integral die Bedeutung der
R,

Streckenldnge der Verschiebung, ist keine gerichtete Grofe und
héngt sehr wohl von der Art der Streckenfiihrung ab.

Beispiel A1.5: Verschiebungsarbeit gegen eine Feldkraft

Aufgabe: Eine Punktmasse m = 5kg soll gegen die Schwerkraft verschoben werden. Die lineare Verschiebung
beginnt im Koordinatenursprung und endet im Punkt mit den Koordinaten (1m, 0, 2m). Man berechne die
gegen die Schwerkraft aufzubringende Verschiebungsarbeit.

Losung, Variante 1:

Die Gewichtskraft, die auf die Masse m wirkt betragt G=m g . Die Kraft F , mit der gegen die Schwerkraft

Arbeit verrichtet wird, ist dieser entgegengesetzt gleich. Sie hat die Koordinaten F = (O, 0,m g). Die gesamte
Verschiebungsarbeit kann als Summe der Teilarbeiten wihrend differentieller Verschiebungen aufgefasst wer-
den. Solche Teilarbeit hat die FormdW = F.dx + F,dy + F.dz = 0dx + 0dy + mgdz = mgdz . Bei Verschie-

bungen in x- bzw. y-Richtung wird also keine Arbeit geleistet! Somit erhilt man

R, h

| FdR = [ mg dz = mgh = 5kg 9,817 2m = 98,1Nm.

R 0 §

Lésung, Variante 2 :

Der Winkel o zwischen F und der Verschiebung dR ist bekannt und betrégt stets arccot 2 =26,56°.

R, R, R,

| FdR = [ mg c0s26,56° dR =mg c0526,56° | dR =mg c0s26,56°R = 5kg9,8175 0.895/(2m}’ + (1m)’ =98,1Nm
s S

R 0 0

Beide Ergebnisse sind identisch. Bemerkenswert ist der Umstand, dass fiir die Verschiebungsarbeit offensicht-
lich nur Anfangs- und Endpunkt wichtig sind, nicht die konkrete Verschiebungstrajektorie. Dies ist ein Merk-
mal sogenannter konservativer Felder.




