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5. Der Festkorper
5.1. Bindung im Festkorper

5.1.1. Nahordnung und Fernordnung

Die Energie eines Vielteilchensystems ergibt sich aus der Summe der Einzelenergien aller Teilchen.
Die Bewegungsenergie oder kinetische Energie wird durch die Geschwindigkeit der Teilchen be-
stimmt und verringert sich bei Temperaturerniedrigung. In der potentiellen Energie duflert sich die
Wechselwirkung der Teilchen untereinander. Somit ist sie sowohl von der Art der betrachteten Teil-
chen abhingig , als insbesondere auch von deren raumlicher Entfernung. Nun bewegen sich in ei-
nem Gas die Molekiile weder mit gleicher Geschwindigkeit noch in gleichem Abstand. Mit den Me-
thoden der statistischen Thermodynamik ist es jedoch moglich, Aussagen iiber eine mittlere Ge-
schwindigkeit und damit mittlerer kinetischer Energie der Teilchen zu treffen. Die Statistik zeigt,
dass diese mittlere Energie und die Temperatur (absolute Temperatur in Kelvin) zueinander propor-
tional sind. Je Freiheitsgrad der Bewegung betrigt die mittlere kinetische Energie

o . . — 1
mittlere kinetische Energie je Freiheitsgrad W kin = Ek v (5.1)

BOLTZMANN*®-Konstante k= 1,38*102% Ws/K

Bei einem einatomigen Gas (Edelgas) gibt es drei Freiheitsgrade der Translationsbewegung, in x-,
y- und z- Richtung. Bei einem zweiatomigen Gas (O2, N») treten zusitzlich noch 2 Rotationsfrei-
heitsgrade um zwei zur Verbindungslinie beider Atome senkrechte Achsen auf. Nichtlineare Mole-
kiile besitzen drei Rotationsfreiheitsgrade. Bei sehr hohen Temperaturen von Einfluss sind auch die
dann angeregten Molekiilschwingungen. Da die Anzahl der Teilchen eines Mols gleich der
AVOGADRO*- oder LOSCHMIDT*-Zahl Ny = 6,02*%10%*/mol ist, ergibt sich z.B. fiir die kinetische
Energie und der (experimentell gut zugénglichen!) spezifischen Wirme von einem Mol eines zwei-
atomigen Gases bei nicht zu hoher Temperatur

) ) ) 5
Molwirme eines zweiatomigen Gases W = EN k, T (5.2)
- . . ) ) AW 5
Spezifische Wirme eines zweiatomigen Gases ¢, = AT = EN kg

Da die potentielle Energie iiberwiegend auf anziehenden zwischenmolekularen Kriften beruht, hat
sie ein negatives Vorzeichen und verringert die Gesamtenergie. Wird durch Abkiihlung eines Gases
die Gesamtenergie negativ, bildet sich eine kondensierte Phase heraus, in der Regel eine Fliissigkeit,
in der also noch Translation und Rotation der Molekiile moglich ist. Allerdings bewirken die star-
ken Anziehungskrifte eine Nahordnung, die dadurch charakterisiert ist, dass eine bevorzugte Orien-
tierung in Abstand und Ausrichtung der Molekiile verzeichnet werden kann. Bleibt diese Nahord-
nung bei weiterer Abkiihlung und Ubergang zum Festkorper erhalten, spricht man von einem amor-
phen Festkorper oder einer "eingefrorenen" Fliissigkeit. Bei Glidsern, Polymeren, inhomogenen
Stoffgemischen handelt es sich meist um amorphe Festkorper. Tritt bei Abkiihlung aus dem fliissi-
gen Aggregatzustand Kristallisation ein, entsteht eine Fernordnung, bei der die sich herausbilden-
den charakteristischen geometrischen Strukturen iiber sehr viele Molekiilabstinde hin mit groBter
RegelmiBigkeit verfolgen lassen. Die meisten reinen Stoffe bilden unter geeigneten Bedingungen
Kristalle.

46 Ludwig BOLTZMANN (1844-1906), 6sterr. Physiker und Philosoph; statistische Thermodynamik

47 Amadeo AVOGADRO (1776-1856), ital. Physiker und Chemiker; Molekularhypothese, Avogadro’sches Gesetz

8 Josef LOSCHMIDT (1821-1895), 6sterr. Physiker und Chemiker; Ringstruktur des Benzols, Bestimmung der Avogadro-
Zahl
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5.1.2. Fliissigkristalle

In gewissem Sinne eine Zwitterstellung zwischen Fliissigkeiten und Kristallen bilden die Fliissig-
kristalle (LC). Als solche bezeichnet man spezielle Fliissigkeiten, die auch in der fliissigen Phase
Fernordnungen ausbilden. Dieser Ordnungszustand tritt nur in einem begrenzten Temperaturbereich
auf, bei Temperaturen oberhalb des Kldrpunktes verschwinden die fliissigkristallinen Eigenschaften
und die Fliissigkeit wird isotrop (amorph).

Molekiile, die Fliissigkristalle bilden, haben eine charakteristische ldangliche Struktur. Fiir die star-
ken zwischenmolekularen Wechselwirkungen sind meist die -Elektronen zweier Ringsysteme ver-
antwortlich, die durch einen starren spacer (lineare Molekiilteile, oft mit Mehrfachbindungen) mit-
einander verbunden sind. An den Molekiilenden befinden sich aliphatische Ketten und funktionelle
Gruppen. Letztere verleihen dem Molekiil elektrische und magnetische Dipolmomente, wodurch die
Moglichkeit gegeben ist, durch dullere Felder Drehmomente auf die einzelnen Molekiile auszuiiben
und damit eine Vorzugsorientierung zu erreichen.
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Abb. 5.2 Fliissigkristalle

a) Typischer Aufbau eines Fliissigkristallmolekiils: A, B - funktionelle Gruppen, S - spacer
Ordnungszustinde: b) nematische c) smektische d) cholesterinische Phase

Man unterscheidet verschiedene Ordnungszustinde. In der nematischen Phase besteht eine Vorzug-
sorientierung der Molekiillingsachse, eine riumliche Ordnung besteht nicht, so dass sich die Mole-
kiile in jeder Richtung translatorisch bewegen konnen. Bei der smektischen Phase bilden sich Ebe-
nen parallel angeordneter Molekiile heraus, innerhalb derer noch eine Translation méglich ist. Eine
schraubenférmige Anordnung, bei der benachbarte Molekiile um einen charakteristischen Winkel
gegeneinander verdreht sind, bilden cholesterinische Fliissigkristalle.

LC werden vielseitig angewendet. Cholesterinische LC sind interessant durch Interferenzeffekte,
die durch den Abstand zweier Molekiilebenen mit gleich ausgerichteten Molekiilen charakterisiert
werden. Dieser Abstand entspricht der Steigung der Schraubenlinie (s. Abb. 5.2d) und ist stark tem-
peraturabhiingig. Bei vielen derartigen Strukturen liegt dieser im Bereich der Lichtwellenlinge.
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Trifft Licht auf einen cholesterinischen Fliissigkristall wirken Schichten mit gleicher Orientierung
wie Grenzflachen, was zu Interferenzeffekten fithrt. Deshalb weisen cholesterinische LC oft eine
temperaturabhéngige Fiarbung auf. Hauptanwendung von LC ist die Herstellung von Fliissigkris-
tallanzeigen (LCD, liquid crystal display). Stellvertretend fiir eine Vielzahl unterschiedlicher Bau-
weisen ist auf Abb.5.3 das Prinzip einer einfachen S/W-Anzeige (sog. nematische Twistzelle) dar-
gestellt.

Eine solche Zelle besteht aus zwei Glasplatten in sehr engem Abstand von ca. 10 um, deren Ober-
flache durch Bearbeitung mit feinstem Schleifmittel in jeweils einer Richtung pripariert ist. Diese
Richtungen auf beiden Platten verlaufen senkrecht zueinander. Dazwischen befindet sich ein nema-
tischer LC. Durch Wechselwirkung der Molekiile des LC mit der préparierten Glasoberfliche ord-
nen sich die Molekiile in die in der Oberflache erzeugten Rillen. Da diese Orientierung auf der ge-
geniiberliegenden Glasfliche hierzu senkrecht verlduft, sind benachbarte Schichten von LC-
Molekiilen etwas gegeneinander verdreht und folgen iiber den Plattenabstand somit einer viertel
Umdrehung.
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Abb. 5.3 Fliissigkristallanzeige

AuBlen liegt auf jeder Glasplatte der Zelle eine Polarisationsfolie, deren Polarisationsrichtung mit
derjenigen der Préaparation der Glasinnenfldche iibereinstimmt. Beide Folien sind somit gegeneinan-
der gekreuzt und wiirden deshalb das Licht vollig ausloschen, die Zelle wire undurchsichtig. Da
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aber die schraubenformig angeordneten Molekiile die Polarisationsrichtung des sie passierenden
Lichtstrahls ebenfalls drehen, kommt es nicht zur Ausloschung, die Zelle ist durchsichtig. Um nun
eine Information darzustellen, muss man diesen Prozess beeinflussen. Hierzu werden geeignete Be-
reiche der Innenfldchen der Glaser mit Indium-Zinn-Oxid (ITO) bedampft, einem Material, das so-
wohl leitfdhig als auch durchsichtig ist. Legt man an gegeniiberliegende Felder eine kleine Wechsel-
spannung an, stort dieses die Ausrichtung der dazwischen befindlichen LC-Molekiile und die Zelle
erscheint an diesen Stellen undurchsichtig. Das die Zelle passierende Licht trifft beim Beamer auf
eine Projektionsfliche, beim LC-Monitor mit Hintergrundbeleuchtung auf das Auge des Betrach-
ters. Oft befindet sich direkt hinter dem Analysator ein Spiegel. Das von diesem reflektierte Licht
passiert die LC-Zelle ein zweites Mal und kann direkt betrachtet werden. Der Vorteil dieser LCD
besteht im duerst geringen Leistungsbedarf, da keine aktive Beleuchtung notwendig ist.

5.1.3. Ionenkristalle

Atome werden zu Ionen durch Aufnahme oder Abgabe einer oder mehrerer Elektronen. Um Elekt-
ronen von einem Atom abzuspalten, ist eine Energiezufuhr notwendig, die Ionisierungsenergie. Da-
gegen wird Energie frei, wenn ein zusitzliches Elektron an das Atom gebunden wird, die Elektro-
nenaffinitdt. Da sich positive und negative Ionen anziehen, fiihrt dies zu einer Verringerung der Po-
tentiellen Energie. Alle drei Beitrdge bilden die Kohisionsenergie eines lonenkristalls. Folglich
kommen Ionenbindungen zu Stande, wenn Atome mit niedrigen Ionisierungsenergien mit solchen
mit hoher Elektronenaffinitit wechselwirken. Das ist vorziiglich bei Partnern aus der 1. und 7.
Hauptgruppe sowie der 2. und 6. Hauptgruppe des Periodensystems der Fall. Die Elektronenhiillen
von lonen mit einer sich wie in diesen Fillen einstellenden sog. Edelgaskonfiguration haben sphiri-
sche Symmetrie. Sie sind folglich wie Kugeln vorstellbar mit einem jeweiligen lonenradius. Sobald
sich Ionen bis auf die Summe beider Ionenradien angenidhert haben und die Elektronenhiillen begin-
nen sich gegenseitig zu durchdringen, treten starke abstoende Krifte auf, die einer weiteren Anni-
herung entgegen wirken und zu einem Gleichgewichtsabstand fiihren. Die lonsierungsenergie von
Natrium betrigt +5,14 eV, die Elektronenaffinitit von Chlor —-3,61eV. Man miifite also zur Bildung
eines Na*-Cl" -Ionenpaars noch 1,53eV Energie zufiihren. Durch die elektrostatische Anziehung
verringert sich jedoch die Gesamtenergie. AuBlerdem wechselwirken die Ionen mit allen anderen
Ionen des Gitters. Wenn sich gleichartig geladene Ionen stets in groBerem Abstand befinden als un-
gleichartig geladene, ist die Summe der potentiellen Energien negativ. Im Fall des NaCl-Kristalls ist
die potentielle Energie je Atom —-3,99eV und somit die Kohédsionsenergie je Atom -3,22eV. Das
bewirkt eine starke Bindung.

ADD. 5.4 Ionenkristalle

a) NaCl kristallisiert im kubisch fldchen-
zentriertem Gitter, jedes Ion hat 6
nichste Nachbarn, die sog. Koordinati-
onszahl ist somit gleich 6

b) CsCl kristallisiert als kubisch raum-
zentriertes Gitter, hier ist die Koordina-
tionszahl 8

b)

Ionenkristalle sind deshalb zumeist hart und haben hohe Schmelzpunkte. Durch die vorgegebene
Anordnung der positiven und negativen Ionen sind Ionenkristalle nicht verformbar, also sprode.
Polare Fliissigkeiten wie Wasser verringern die elektrostatischen Feldkréfte zwischen den Ionen und
sind somit effektive Losungsmittel.
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5.1.4. Kovalente Bindung

Die Bindungskrifte in kovalenten Kristallen werden durch Elektronen verursacht, die sich zwischen
zwei benachbarten Atomen bewegen. Jedes Atom trigt mit einem Elektron zu einer solchen Bin-
dung bei. Das bindende Elektronenpaar unterscheidet sich nicht in der Bahn, aber im Elektronen-
spin. Die Koordinationszahl bei kovalenten Kristallen ist geringer als bei lonenkristallen. Typische
Vertreter rein kovalenter Kristalle sind der Diamant, Silizium, Germanium aber auch Siliziumkar-
bid, Galliumarsenid. Allen gemeinsam ist eine gleichartige Kristallstruktur mit jeweils 4 nédchsten
Nachbarn. Diese ordnen sich an wie die Atome eines Methanmolekiils — ein Atom in der Mitte eines
Tetraeders, die 4 Ecken werden von den niachsten Nachbarn besetzt. Alle kovalenten Kristalle sind
als Folge der sehr starken kovalenten Bindung sehr hart, fiir den Diamant ist es sprichwortlich. Sie
haben hohe Schmelzpunkte und sind in den iiblichen Fliissigkeiten unloslich. Die Kohésionsener-
gien kovalenter Kristalle liegen im Bereich von 3 — 5 eV je Atom.

ADbb. 5.5 Tetraederstruktur

Jedes Atom hat 4 nichste Nachbarn, die durch Elektronenpaare
kovalent gebunden sind. Die Bindungen sind durch Balken darge-
stellt, eine primdre Tetraederstruktur ist durch die dunkler ge-
zeichneten Atome hervorgehoben. Auf der Titelseite wurde diese
Struktur nach rechts, links sowie nach oben und unten sukzessive
fortgesetzt, verdeutlicht somit die Struktur einer diinnen Schicht
eines z.B. Siliziumkristalls.

5.1.5. Metallbindung

Elemente, die als Metalle kristallisieren, stehen im Periodensystem links. Somit besitzen sie nur
eines oder wenige Valenzelektronen. Ist die Koordinationszahl (Zahl der nachsten Nachbarn eines
Atoms im Kristall) groBBer als die Zahl der Valenzelektronen, konnen mehr kovalente Bindungen
eingegangen werden, als Elektronen zur Verfiigung stehen. Somit bleiben stindig einige Bindungen
ungesittigt. Lithium hat z.B. nur ein AuBlenelektron, aber im kubisch raumzentrierten Gitter (s.u.) 8
nichste Nachbarn. Somit steht fiir jede Bindung nur %4 Elektron zur Verfiigung anstelle von 2 Elekt-
ronen einer gesittigten Bindung. Dies gibt den Elektronen die Moglichkeit, von einer Bindung in
eine benachbarte ungesittigte zu springen. Letztendlich bewegen sich diese Elektronen nahezu frei
im Kristallgitter zwischen den positiven Ionen wie die Teilchen eines Gases. Dieses sog. Elektro-
nengas bewirkt als negative Ladungswolke in Wechselwirkung mit den Gitterionen die metallische
Bindung und verursacht wegen der hohen Beweglichkeit der Elektronen die fiir Metalle charakteris-
tischen Eigenschaften wie Metallglanz, Duktilitdt, gute elektrische und thermische Leitfihigkeit.
Metalle sind relativ weich und gut verformbar, verglichen mit Ionen- oder kovalenten Kristallen. Da
sie weder lokalisierte Bindungen (wie im kovalenten Kristall) noch eine feste Anordnung von nega-
tiven und positiven Ionen (wie im Ionenkristall) besitzen, konnen die Metallatome ohne Zerstorung
des Gitters verschoben werden. Veridndert ein Festkorper seine Kristallstruktur (sog. allotrope Um-
wandlung), kann aus einem metallischen Leiter ein Halbleiter oder Isolator werden. Beispiele hier-
fiir sind die Modifikationen von Zinn (mit Zinnpest bezeichnet man den Zerfall von metallischem [3-
Zinn in nichtmetallisches o-Zinn bei Temperaturen unterhalb 13,2°C) und Kohlenstoff mit Graphit
als Leiter und Diamant als Nichtleiter.

Die Kohisionsenergien von Metallen sind etwas geringer als bei den kovalenten und Ionenkristal-
len. Beispiele sind: 1,4 eV/Atom fiir Zink, 1,6 eV/Atom fiir Lithium, 2,0 eV/Atom fiir Blei und
3,5 eV/Atom fiir Kupfer.



108 5. Der Festkorper

5.1.6. Van der Waals-Bindung

Besonders symmetrische Molekiile wie z.B. Methan haben kein elektrisches Dipolmoment. Weiter-
hin sind alle Valenzelektronen gesittigte Bindungen eingegangen. Trotzdem gibt es eine Bindung —
infolge der VAN-DER-WAALS*-Wechselwirkung. Die kurzreichweitigen van-der-Waals-Kriifte sind
verantwortlich fiur die Kondensation und Kristallisation selbst bei Abwesenheit von ionischen,
kovalenten und metallischen Bindungen. Um den Charakter dieser Wechselwirkung zu verstehen,
betrachten wir zunéchst die Anziehung zwischen Molekiilen mit permanentem Dipolmoment. Hier-
bei handelt es sich um Molekiile mit unsymmetrischer Ladungsverteilung. Ein prignantes Beispiel
ist das Wassermolekiil. Da das Sauerstoffatom die Elektronen von beiden Wasserstoffatomen etwas
abzieht, wird deren positive Kernladung nicht mehr voll abgeschirmt. Durch die Struktur des Was-
seratoms bildet sich ein elektrischer Dipol mit negativer Ladung am Sauerstoff und positiver La-
dung zwischen beiden Wasserstoffkernen heraus. Solche polaren Molekiile wechselwirken stark
miteinander und ziehen sich bei geeigneter Orientierung gegenseitig an.
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Abb. 5.6. Dipol-Dipol-Wechselwirkungen

a) Wassermolekiile sind polar wegen der starken Verschiebung der Elektronenwolke zum O-Atom.

b) Polare Molekiile ziehen sich gegenseitig an.

¢) Polare Molekiile polarisieren zuniichst unpolare Molekiile und ziehen diese an.

d) Symmetrische Molekiile sind nur im Zeitmittel unpolar, ihre Ladungsverteilungen unterliegen jedoch
zeitlichen Schwankungen. Solche Fluktuationen benachbarter Molekiile erfolgen in Phase, so dass eine
Anziehung entsteht.

Gerit ein symmetrisches Molekiil ohne Dipolmoment in die Nihe eines polaren Molekiils, wird es
polarisiert, da sich Elektronenhiille und Kerngeriist etwas gegeneinander verschieben. Folglich
kommt es dann auch zu einer Anziehung ganz dhnlich der Kraft zwischen einem Permanentmagne-
ten und einem Stiick Weicheisen. Unpolare Molekiile, hierzu muss man auch die Atome von Edel-
gasen zidhlen, haben aber nur im zeitlichen Mittel symmetrische Ladungsverteilungen. Durch die
Bewegung der Elektronen und Kerne im Molekiil unterliegt die Ladungsverteilung zeitlichen
Schwankungen, sie fluktuiert. Diese Fluktuationen erfolgen bei benachbarten Molekiilen ,,in Pha-
se, wodurch es im Mittel zu einer, wenngleich sehr geringen, anziehenden Kraft kommt. Moleku-
lare Kristalle haben deshalb im allgemeinen niedrige Schmelz- und Siedepunkte und nur geringe
mechanische Festigkeiten. Die Kohésionsenergien sind klein und betragen bei festem Methan
(Schmelzpunkt —183 °C) 0,1 eV/Molekiil, fiir festes Argon (Schmelzpunkt -189 °C) nur
0,08 eV/Atom und bei festem Wasserstoff (Schmelzpunkt —259 °C) sogar nur 0,01 eV/Molekiil.

5.1.7. Niederdimensionale Kristalle
(noch zu ergénzen)

4 Johannes Diderik VAN DER WAALS (1837-1923), nied. Physiker; Zustandsgleichung realer Gase (1910 NP)
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Abb. 5.7 Uberblick iiber die wichtigsten Bindungsarten

Bindungsart Wechselwirkung Beispiel Eigenschaften

lonenbindung

Elektrostatische Anziehung Kochsalz Hart, sprode
zwischen negativen und NaCl hoher Schmelzpunkt
positiven lonen Eon= 3,28 eV/Atom  gut Iosbar in polaren

Lésungsmitteln (Wasser)

Kovalente Bindung

Gemeinsame Elektronen- Diamant Sehr hart
‘ ‘ . paare zwischen benach- C unléslich in fast allen
barten Atomen E .n= 74 eV/Atom  Losungsmitteln
Metallische Bindung
Valenzelektronen bewegen Natrium Gut verformbar, Glanz
® O o sich frei als Elektronengas Na hohe elektrische und
zwischen den Metallionen E, .= 1,1 eV/Atom thermische Leitfahigkeit
Van-der-Waals-Bindung
Momentane Dipole durch Methan Sehr weich,
Fluktuationen der CHg4 niedriger Schmelzpunkt
Ladungsverteilung E.n= 0,1 eV/Atom [&slich in kovalenten
Flissigkeiten

5.2. Kristallstruktur

5.2.1. BRAVAIS®-Gitter

Wesentlich fiir die Charakterisierung eines Kristalls ist seine Einheitszelle. Hierunter versteht man
die kleinste Gruppe von Atomen (bzw. Ionen), durch deren rdaumliche Verschiebung um eine der
sog. Gitterkonstanten a, b, ¢ der gesamte Kristall konstruiert werden kann.

Es gibt nur 14 solcher Grundbausteine (Bravais-Gitter), alle Kristalltypen konnen aus ihnen darge-
stellt werden. Diese Elementar- oder Einheitszellen besitzen folgende Eigenschaften:

- Die Einheitszelle ist die einfachste sich wiederholende Einheit in einem Kristall.

- Gegeniiberstehende Flichen einer Einheitszelle sind parallel.

- Der Rand der Einheitszelle verbindet dquivalente Stellen.

5.2.2. Kugelpackungen (noch zu ergénzen)

0 Auguste Bravais (1811-1863) franz. Phys. und Kristallograph
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Abb. 5.8 Bravais-Gitter

Kubisch Kubisch Kubisch

einfach raumzentriert flachenzentriert
Trigonal Tetragonal Tetragonal
(rhomboedrisch) einfach raumzentriert

Orthorhombisch Orthorhombisch Orthorhombisch Orthorhombisch
einfach stirnflachenzentriert raumzentriert flachenzentriert
Triklin Monoklin Monoklin
einfach flachenzentriert

7 Kristallsysteme und 14 Bravais-Gitter
Kristallsystem Gitterparameter Bravais-Gitter | Beispiele
Kubisch a=b=c;, a=R=7=90° 3(P, L F) NaCl, Stahl
Trigonal (thomboedrisch [a=b=¢; a=B=7#90° 1 Quarz, Kalzit
Hexagonal a=bzc; au=f=90°7y=120° |1 H>O, Graphit
Tetragonal a=b#c, a=B=y=90° 2(P, D) TiO2, Sn
Orthorhombisch a#zb#c, a=B=y=90° 4P, L F, C) S, KaSO4
Monoklin a#zb#c o=y=90°%p 2(P, C) CaSO4 -2H>0
Triklin a#b#c; o#B 2y 1 CaSOq4-5H20
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Ubungen

5.1.%

Beryllium kristallisiert als dichte Kugelpackung (hexagonales Gitter), die
Gitterkonstante (kiirzester Abstand zwischen zwei benachbarten Be-Atomen)
betrigt a = 2,27*107'° m. Berechnen Sie die relative Atommasse!

geg.: (Masseneinheit u = 1,66-10%"kg; ppe= 1,85 g/cm3)

Hinweis: Bei der dichten Kugelpackung ordnen sich die Gitterpunkte zu Tet-
raedern, die hexagonale Strukturen bilden. Die Aufgabe ist dadurch zu 16sen,
dass man bestimmt, welche Zahl von Be-Atomen jeweils zu einer Elementar-
zelle gehoren, und welches Volumen die Elementarzelle einnimmt. Beachten
Sie, dass die Atome am Rande der EZ gleichzeitig mit unterschiedlichen
Anteilen zu benachbarten EZ gehoren. Hexagonal - dichte Kugelpackung

Losung: Da die Einheitszelle kleinste Einheit eines kristallinen Festkorpers darstellt, reduziert sich die Auf-
gabe hauptsichlich auf die Bestimmung von Masse und Volumen einer Einheitszelle. Es gilt

m=p-V
Mg, =n-My,-u=pg, -V,

MBe — Phe ’VEZ
n-u

Die Zahl n der zu einer Elementarzelle gehorenden Atome ergibt sich zu 6 (3 im Innern der EZ, 12 an den
Eckpunkten gehoren zu 1/6 zu dieser EZ, 2 an den beiden Stirnfldchen je zur Hélfte). Das Volumen der EZ
berechnet sich aus Grundfliche A mal Hohe b des sechsseitigen Prismas. Beriicksichtigt man, dass die
Grundflédche aus 6 gleichseitigen Dreiecken der Seitenldnge a besteht und die Hohe b gleich der zweifachen
Hohe eines Tetraeders ist mit der Seitenkante a, erhilt man fiir das Volumen

V., = 3\/§a3

Einsetzen der Werte liefert recht genau den erwarteten Wert von M. = 9.

5.2.% Die Kiristallstruktur von Silizium besteht aus zwei identischen gegeneinander verschobenen kubisch
flachenzentrierten Gittern mit gleicher Gitterkonstante a (sog. Diamantstruktur). Silizium hat die Molmasse
28,09g/mol bei einer Dichte von 2,33 g/cm?.

Bestimmen Sie aus den gegebenen physikalischen Grofien die Gitterkonstante des Siliziumkristalls.
Hinweis: Gehen Sie vor wie bei der Aufgabe 5.1., achten Sie darauf, dass Sie fiir die Einheitszelle des Dia-
mantgitters lediglich die doppelte Zahl von Atomen beriicksichtigen miissen wie fiir ein kubisch fldchen-
zentriertes Gitter.
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5. 3. Elektronen im Festkorper

Die verschiedenen Wechselwirkungen der Elektronen und Kerne, verursachen eine grofle Vielfalt
unterschiedlicher Kristalle. Wihrend bei den Ionenkristallen die Elektronen fest an einzelne Ionen
gebunden sind, bewegen sich die Valenzelektronen bei kovalenten Kristallen paarweise um zwei
benachbarte Atome. Im Metall hingegen ist die Bewegung der Valenzelektronen nahezu ungehin-
dert. Da bei der iiberwiegenden Mehrzahl der Festkorper die Leitfahigkeit durch die Elektronenbe-
wegung verursacht wird, sollten sich die unterschiedlichen Leitfdhigkeiten der Kristalle iiber deren
Bindungsarten erklédren lassen. Eine eingehende Betrachtung zeigt jedoch, dass die klassische Elekt-
ronentheorie von Paul DRUDE (Kap.2.2.) nicht erkldaren kann, weshalb z.B. Germanium und Dia-
mant sich bei gleicher Bindungsart und Gitterstruktur in der elektrischen Leitfahigkeit um Grof3en-
ordnungen unterscheiden. In den folgenden Kapiteln werden grundlegende Begriffe der Mechanik
von Mikroteilchen erldutert, um daraus die elektrischen Eigenschaften von Festkorpern abzuleiten.

5.3.1. Welle-Teilchen-Dualismus

5.3.1.1. Wellen und Teilchen

In der klassischen Physik sind die Begriffe Teilchen und Welle wohl definiert und voneinander ab-
gegrenzt. Das klassische Teilchen hat eine bestimmte geometrische Form, nimmt ein bestimmtes
Volumen V ein, hat eine Masse m und kann eine elektrische Ladung Q tragen. Die Position das
Teilchens kann mit dem Ortsvektor 7 angegeben werden, dort bewegt es sich mit einer Geschwin-
digkeit v und besitzt damit den Impuls p =m v . Eine weitere wichtige GroBe ist die kinetische

Energie

m , p2

E,., 5 v o (5.3)
Koppelt man Teilchen elastisch, lassen sie sich zu Bewegungen anregen, die man als Wellen be-
zeichnet. Ein gespanntes Gummiseil ist z.B. ein solches System. Zupft man das Seil an, lduft eine
Bewegung iiber alle Massenelemente des Seiles. Vom einen Seilende wird Energie an das andere
Seilende iibertragen, ohne dass ein Teilchen sich iiber diese Distanz bewegt. Neben Seilwellen gibt
es zahlreiche andere Wellenarten. Wichtig sind darunter Schallwellen (Schwankungen der Luftdich-
te) und die elektromagnetischen Wellen. Bei diesen sind die in Raum und Zeit verdnderlichen Gro-
Ben die Vektoren der elektrischen und magnetischen Felder.
Als harmonische Wellen bezeichnet man Wellen, bei denen sich eine physikalische Grofle sowohl
im Raum als auch in der Zeit periodisch in Form einer Sinus- bzw. Cosinusfunktion dndert. Der
Einfachheit halber soll eine eindimensionale Welle betrachtet werden, bei der sich folglich die An-
regung linear ausbreitet. Eine solche 1D-harmonische Welle einer physikalischen Gro3e E geniigt
der Beziehung

E(x,t)=E;sin ¢(x,1) 5.4

mit der orts- und zeitabhiingigen Phase oder Phasenfunktion ¢ und der Amplitude Eo. Den Augen-
blickswert der Welle E(x,f) bezeichnet man als Elongation.
Wird ein gespanntes Gummiseil an einem Ende durch einen rotierenden Excenter angeregt, lauft
wegen der harmonischen (Sinus-) Anregung iiber das Seil eine harmonische Welle. Eine Moment-
aufnahme des Seiles ist auf Abb.5.9 dargestellt.

E(x, t =0)

S E(x',0)
Abb. 5.9 Momentaufnahme (#=0) einer harmoni- m
schen Welle. | 5

Auf der unteren Abszisse sind die zu den Ortsangaben
entsprechenden Werte der Phase der Welle angegeben.
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Da bei dieser Momentaufnahme die Phase nur eine Funktion des Ortes ist (die Zeit ist ja konstant
t=0), muss fiir x = 4 die Phase ¢ = 27 betragen. Da die Phase proportional mit x wichst, wird eine
Proportionalititskonstante k definiert, die sogenannte Wellenzahl. Dann gilt ¢ = k x.

Wellenzahl k = 27” (5.5)

Die Welle moge sich mit der Geschwindigkeit vx in x-Richtung ausbreiten. Der Beobachter kann
diese Geschwindigkeit daran messen, wie sich eine bestimmte Stelle der Welle (z.B. der erste Wel-
lenberg in Abb.5.9 mit der Phase ¢ = 1/2) nach rechts bewegt.

P(x=4,t=0) =P(x'=x-vt,t)=n/2

] Abb. 5.10 Momentaufnahmen (=0 und ¢‘ >0) einer
Ext) %

=0 >0 harmonischen Welle.

Stellen konstanter Phase (hier markiert fiir den Wellen-
berg mit @=m/2) wandern mit der Ausbreitungsge-
schwindigkeit oder Phasengeschwindigkeit in x-

X, /YN
W X A \/ X Richtung.

Da fiir diesen Wellenberg die Phase konstant ist (die Sinusfunktion hat fiir den Wellenberg stets den
Wert 1), muss gelten

P(x,1) = @(x —vi)
Die Zeitspanne, in der sich an einem festen Ort x die Phase um den Wert 27 dndert (die Welle voll
berg gerade um A in x-Richtung bewegt hat, ergibt sich fiir die Phasengeschwindigkeit v=A/T. Mit
den Beziehungen zwischen Periode 7, Frequenz f und Kreisfrequenz @ einer Schwingung
o =2nf = 2/T erhilt man fiir die Phasenfunktion einer Welle

P(x,1) = (/)[x —ﬂj = Zl(x —ﬂj

T A T
P(x,1) = 27:(% - %j
ox,t)=kx—wt
Somit kann man fiir die Welle (5.3) schreiben
Harmonische eindimensionale Welle E(x,t)=E,sin(k xFwt) (5.6)
Das ,,-“ im Argument der Sinusfunktion gilt fiir den erlduterten Fall einer Welle, die sich in x-

Richtung bewegt. Das ,,+* beschreibt den Fall einer sog. riicklaufenden Welle, also einer sich in
entgegengesetzter Richtung ausbreitenden Welle.

Eine wichtige Eigenschaft der Wellen besteht in der Moglichkeit ihrer Uberlagerung. Dann addieren
sich die dabei beteiligten Wellen. Als Beispiel wird im folgenden die Beugung eines Lichtstrahls am
Doppelspalt betrachtet. Ein Laser liefert hierzu Licht einer Wellenldnge A. Der Lichtstrahl fallt
senkrecht auf zwei eng benachbarte Spalte in einer Spaltblende. Das durch den Doppelspalt tretende
Licht wird auf einem Bildschirm sichtbar gemacht. Es zeigt sich, dass der zuvor einfache schmale
Lichtstrahl in mehrere Lichtstrahlen aufgespalten wird, die auf dem Bildschirm eine Reihe von
Lichtpunkten erzeugen.
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Abb. 5.11 Interferenz am Doppelspalt

Trifft Licht auf einen schmalen Spalt, wirkt dieser als neues Erregerzentrum. Von jedem der beiden Spalte
breiten sich radial Elementarwellen aus, die sich iiberlagern. Wellen gleicher Phase addieren sich zum Beu-
gungsmaximum 0.Ordnung, der Lichtstrahl wird hierbei nicht abgelenkt, wenngleich etwas verbreitert. Aus
der Uberlagerung von Elementarwellen mit einer Phasendifferenz von 27 (entsprechend einem Gangunter-
schied von A) entstehen Lichtstrahlen, die um den Winkel a, = arcsin A/d ) gebeugt sind (Beugung erster
Ordnung). Beugungen hoherer Ordnung entstehen analog durch Uberlagerung von Elementarwellen mit
mehrfachem Gangunterschied von A, es gilt o, = arcsin nA/d .

5.3.1.2. Teilcheneigenschaften von Wellen

Der Umgang mit Lichtquanten ist heute so selbstverstiandlich, dass man sich kaum vorstellen kann,
dass der d@ufere photoelektrische Effekt seiner gegen Ende des 19. Jahrhunderts mit Hilfe der klassi-
schen Physik versuchten Erkldrung uniiberwindliche Schwierigkeiten bereitete.

Dieser von Heinrich HERTZ! und W. HALLWACHS? 1886/87 entdeckte Effekt, der unverstindlich
blieb, solange man Licht ausschlielich als Wellenphdnomen ansah, war nur eine der gegen Ende
des 19. Jahrhunderts bekannten Erscheinungen, die einer Deutung im Rahmen der klassischen Phy-
sik widerstanden. Diese Schwierigkeiten konnten schlieBlich mit Hilfe vollig neuer, im ersten Drit-
tel des 20. Jahrhunderts entwickelter Vorstellungen iiber die Eigenschaften von Teilchen und Wel-
len tiberwunden werden.

Den ersten Schritt auf diesem Wege ging Max PLANCK im Jahre 1900. Er berechnet die Energie-
dichte der von einem schwarzen Strahler der Temperatur 7 emittierten Wirmestrahlung je Fre-
quenzintervall dv unter der Annahme, dass die die Strahlung emittierenden Elektronen harmoni-
sche Oszillatoren sind und Energie nur in ganzzahligen Vielfachen von A aufnehmen und abge-
ben konnen. Das Resultat seiner Rechnung stand in hervorragender Ubereinstimmung mit dem Ex-

51 Heinrich Rudolf HERTZ (1857-1894) dt. Physiker; experimenteller Nachweis der elektromagnetischen Welle, Entde-
ckung des AuBeren Lichtelektrischen Effekts gemeinsam mit HALLWACHS
52 Wilhelm HALLWACHS (1859-1922) dt. Physiker, Schiiler von H. HERTZ
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periment und enthielt auch die auf der Grundlage klassischer Vorstellungen entwickelte und nur fiir
kleine Frequenzen giiltige Beziehung von RAYLEIGH*-JEANS >*als Spezialfall.

Da Oszillatoren Energie nur in Vielfachen von hf aufnehmen und abgeben konnen, schlug A.
EINSTEIN 1905 vor, elektromagnetische Strahlung als aus Teilchen bestehend aufzufassen, die die
Energie hf besitzen. Die entsprechenden Teilchen werden als Lichtquanten oder Photonen be-
zeichnet.

1909 erweiterte Einstein seine Lichtquanten-Hypothese und ordnete ihnen eine Energie W und
einen Impuls p zu. Die Konstante /& heifit Plancksches Wirkungsquantum oder Plancksche Kon-
stante.

Quantenenergie E=hf
o h ho 2z 5.7)
Impuls eines Lichtquants p=—=hk mit h=——:k=—
A 27’ A
Plancksches Wirkungsquantum h = 663103 Ws2

Durch FEinsteins Ideen wurde dem Licht eine korpuskulare Struktur zugeordnet und die
Newtonschen Vorstellungen von der korpuskularen Natur des Lichts neu belebt. Andererseits sind
aber die Interferenz- und Beugungserscheinungen des Lichts nur im Rahmen einer Wellennatur des
Lichtes verstindlich. Licht kann sich also sowohl wie ein Teilchenstrom (Photonenstrom) als auch
wie eine Welle verhalten.

Der duflere photoelektrische Effekt

Der photoelektrische Effekt oder duBlere Photoeffekt wurde 1887 von Heinrich HERTZ entdeckt,
spiter von HALLWACHS genauer untersucht und um 1900 von LENARD> quantitativ beschrieben.
Abb. 5.12 zeigt eine evakuierte Glasrohre (Photozelle), die zwei Elektroden (Katode und Anode)
enthalt.

Licht
/‘><;><’><f

A
| 1
[ Y
Yy | /
[ /
Kathode Anod /
/
/
/
I /
1l / -
O O : =
U U 0 &
Abb. 5.12 Photozelle Abb. 5.13  Kennlinie der Photozelle

Auf die linke der beiden iiber eine einstellbare (nicht dargestellte) Spannungsquelle verbundenen
Elektroden fillt monoenergetisches Licht der Frequenz f Man beobachtet die in Abb. 5.13 skiz-
zierte Strom-Spannungs-Kennlinie. Das Licht 16st aus der bestrahlten Katode Elektronen heraus, die

33 John William Strutt, 3. Baron RAYLEIGH (1842-1919), engl. Physiker; Lichtstreuung, Entd. des Argon (1904 NP)

54 James Hopwood JEANS (1877-1946), engl. Physiker und Mathematiker

35 Philipp Eduard Anton (von) LENARD (1862-1947) dt. Physiker; Arbeiten zu den Kathodenstrahlen (1905 NP), ,.Dy-
namidenmodell* des Atoms als Vorldufer des Rutherfordschen Modells, Lichtelektrischer Effekt
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bei U >0 alle zur Anode gelangen. Der Strom Inax ist proportional zur Lichtleistung. Ist die Ano-
de relativ zur Photokatode auf negativem Potential, so nimmt mit wachsendem | U | der Pho-
tostrom ab, weil jetzt nur noch die Elektronen mit einer kinetischen Energie gro3er oder gleich e |
U | zur Anode gelangen. Nur sie konnen die Bremsspannung | Us |, also ein abbremsendes elektri-
sches Feld zwischen den Elektroden, iiberwinden.

Elektronen, deren kinetische Energie kleiner als e | Ug | ist, gelangen nicht mehr zur Anode. Die
energiereichsten der aus der Photokatode herausgelosten Elektronen hatten nach Abb. 5.13 offenbar
gerade die kinetische Energie e | Unal . Eine Anderung der Lichtleistung hat keinen Einfluss auf
Unax . Wiederholt man jedoch das Experiment mit monoenergetischem Licht einer anderen Fre-
quenz, so andert sich der Wert Upux , er hdngt also von der Frequenz des einfallenden Lichtes ab
und nicht von dessen Leistung. Man beobachtet die lineare Abhéngigkeit

| Unax |1=B-f+A fir f2f . (5.8)

Die Konstanten B und A konnen aus den Messpunkten bestimmt werden. Bemerkenswert ist,
dass eine gewisse Grenzfrequenz f; iiberschritten werden muss, damit tiberhaupt Photoelektronen
emittiert werden und ein Photostrom beobachtet werden kann.
Nach den Vorstellungen der klassischen Physik miissten die in der Photoelektrode befindlichen
Elektronen unter der Einwirkung der auftreffenden Lichtwelle erzwungene Schwingungen ausfiih-
ren. Fiele die Frequenz der einfallenden Lichtquelle mit der Eigenfrequenz des im Metall gebunde-
nen Elektrons zusammen, so lige Resonanz vor. Das Elektron kénnte das Metall verlassen. Seine
kinetische Energie wire proportional zur Intensitédt des Lichtes und, wie Rechnungen zeigten, kime
es zu einer betrichtlichen zeitlichen Verzogerung der Emission. Tatsédchlich setzt aber der Pho-
tostrom unmittelbar mit dem Lichteinfall auf die Photoelektrode ein, und die maximal auftretende
kinetische Energie der Photoelektronen hingt, wie erwéhnt, nicht von der Intensitit des Lichtes ab,
sondern nur von dessen Frequenz.
Betrachtet man aber (monoenergetisches) Licht als einen Strom von Photonen der Energie hf je
Photon und nimmt an, dass ein im Katodenmaterial gebundenes Elektron ein Photon entweder voll-
standig oder gar nicht absorbiert, also dessen Energie 2 iibernimmt oder nicht, so muss die Bi-
lanzgleichung

%ﬁ:nf—wl (5.9)
gelten. Die kinetische Energie der emittierten Elektronen ist gleich der vom absorbierten Photon
iibernommenen Energie /2, vermindert um einen Betrag W, , die sogenannte Austrittsarbeit. Diese
ist erforderlich, um die Energiebarriere zu iiberwinden, die die Bindung des Elektrons im Metall
darstellt. Gleichung (5.9) heif3t die "Einsteinsche Gleichung" des photoelektrischen Effektes.
Setzt man

%Vz :e|Umax , (5.10)
so folgt mit (5.9)
Die Division durch die Elementarladung e liefert
|U@X=ﬁf—w’ (5.11)
e e

Diese Gleichung entspricht vollstindig dem experimentellen Befund nach Gleichung (5.8). Aus
dem Vergleich von (5.11) mit (5.8) findet man

B:ﬁ und A:—% . (5.12)
e e
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Der Wert von W, hédngt vom speziellen Material der Photoelektrode ab (z. B. 4,3 eV fiir Cu, 1,8 eV
fiir Cs).

Anordnung des Vorlesungsexperimentes:

Im Versuch dient eine Quecksilberdampflampe zusammen mit einem Satz von Metallinterferenzfil-
tern zur Herstellung (ndherungsweise) monoenergetischen Lichtes bekannter Frequenz f . Mit Hilfe
einer Offnungsblende wird die Lichtleistung so eingestellt, dass der Strommesser (Gleichstrom-
messverstirker) einen geeigneten Photostrom anzeigt.

Die beiden Elektroden der Photozelle sind iiber Kabel mit dem Schaltbrett nach Abb. 5.14 verbun-
den, ebenso wie die Spannungsquelle fiir die Bereitstellung einer einstellbaren Bremsspannung, das
Voltmeter V fiir die Messung der Bremsspannung Ug = | Upax | und der Strommesser A fiir den
Photostrom.

\}«h\/

Abb. 5.14 Schaltung zur Messung der Brems-

+
@ 7‘1 spannung
/| U Die Spannung U wird erhéht, bis kein Photostrom mehr

- nachgewiesen wird. Die hierbei abgelesenen Spannung
ist die Bremsspannung

Die Abhingigkeit der Bremsspannung von der Frequenz des einfallenden Lichtes wird grafisch dar-
gestellt s Abb. 5.15. Es wird gezeigt, dass die Abhingigkeit U( f) einer linearen Funktion (s. GI.
5.11) entspricht. Der Anstieg ergibt nach Multiplikation mit der Elementarladung den Wert der
Planckschen Konstante, der Schnittpunkt mit der Ordinate entspricht der Austrittsarbeit.

A 7

Abb. 5.15 Abhingigkeit der Bremsspannung Ug von der Fre-

quenz f des Lichtes. W, ist die Austrittsarbeit, erst ab der
.. Grenzfrequenz f; werden Elektronen aus der Oberflidche in das
# Vakuum heraus gelost.

5.3.1.3. Welleneigenschaften von Teilchen

Es handelte sich um eine profunde Erkenntnis, dass man einen Lichtstrahl sowohl als Teilchenstrom
von Photonen mit dem Impuls p=h/A als auch einer Welle mit der Wellenlinge A=h/p zu betrachten
hat. Der Impuls war ja bisher ausschlieBlich Eigenschaft eines mit Masse behafteten bewegten Ma-
terieteilchens p = m-v. Ein Photon besitzt aber gar keine Ruhemasse.

Gilt der Umkehrschluf} auch, konnte man Masseteilchen mit dem Impuls p auch eine Wellenldnge
zuordnen? Hierfiir gab es bisher keine experimentellen Hinweise. Selbst als schlieBlich 1924 Louis
DE BROGLIE® seine Hypothese der Materiewellen verdtfentlichte, fehlte eine experimentelle Besti-

%6 Louis-Victor Pierre Raymond DE BROGLIE (1892-1987), franz. Physiker; Theorie der Materiewellen (NP 1929)
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tigung. De Broglie ordnete freien Teilchen eine Energie und einen Impuls geméll (5.7) zu und for-
derte fiir alle physikalischen Objekte sowohl Wellen- als auch Teilchenverhalten. Das war eine be-
merkenswerte theoretische Leistung, denn die Beugung von Elektronen z. B. wurde experimentell
erst 1926 von C.J. DAVISSON®” und L.H. GERMER®® gefunden. Die Wellenl:ingen von Materiewellen
sind zu klein, um sie an makroskopischen Spaltblenden zu streuen. Von den beiden amerikanischen
Wissenschaftlern wurden zu diesem Zweck Elektronenstrahlen an Nickel-Einkristallen gestreut und
die auf einem Fluoreszenzschirm entstehenden Beugungsbilder fotografiert.

De Broglie-Wellenlinge A=—mo (5.13)

m,

2
=

Anm.: Bei hohen Geschwindigkeiten ist die relativistische Massezunahme zu beachten m =

Hierbei sind mo-Ruhemasse; c = 3*10%m/s -Lichtgeschwindigkeit

Der generelle Welle-Teilchen-Charakter der physikalischen Objekte fiihrte zur Entwicklung einer
vollstindig neuen, heute als Quantenmechanik bezeichneten physikalischen Theorie, mit deren Hil-
fe einschneidende Widerspriiche zwischen dem Experiment und den theoretischen Vorstellungen
der klassischen Physik am Ende des 19. Jahrhunderts aufgeldst werden konnten. In welchem Malle
hergebrachte Vorstellungen iiber die Bewegung von Mikroteilchen tiberwunden werden mussten,
soll mit folgendem Experiment illustriert werden: Ein Beschleuniger liefert Elektronen mit einer
stets konstanten Geschwindigkeit und damit konstanten De Broglie-Wellenldnge. Die Elektronen
passieren eine Doppelspaltblende und treffen dann auf einen Fluoreszenzschirm. Jedes auftreffende
Elektron erzeugt ein Lichtpiinktchen, welche in ihrer Gesamtheit iiber die Dauerbelichtung eines
Fotofilmes akkumuliert werden. Es entsteht ein von der Struktur her ein dem auf Abb.5.11 dhneln-
des Interferenzbild.

Abb. 5.16 Elektronenbeugung
am Doppelspalt

Ungeachtet der Tatsache, dass
jedes Elektron nur durch einen
Spalt hindurchtreten kann, entsteht
ein Beugungsbild als Konsequenz
der Interferenz von Materiewellen.

Wenn die Intensitit des Elektronenstrahls so schwach ist, dass nie mehr als ein einzelnes Elektron
Lunterwegs® ist, gibt es auch kein zweites oder mehrere andere Elektronen, mit denen es interferie-
ren kann. Trotzdem entsteht das gleiche Interferenzbild! Wie ist das zu verstehen, da das Elektron ja
ein Materieteilchen ist und nur durch eine Spaltoffnung hindurchtreten kann, nicht aber gleichzeitig
durch beide?! Hierzu miissen wir uns etwas genauer mit der wellenmechanischen Beschreibung der
Elektronenbewegung befassen. Studenten, die es immer etwas genauer wissen wollen, lesen weiter,
den anderen sei ein Sprung gestattet. Aber erst die Ubungen durcharbeiten, die sind einfach und
zudem Priifungsgegenstand!

57 Clinton Joseph DAVISSON (1881-1958), US-am. Physiker; Nachweis der Materiewellen mit GERMER (NP 1937)
38 Lester GERMER (1896-1971), US-am. Physiker
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Ubungen

5.3. Ein Elektron wird mit 10 kV beschleunigt.

a) Berechnen Sie die de Broglie-Wellenldnge!

b) Dieses Elektron trifft auf eine Metalloberfldche und setzt seine gesamte Energie als Bremsstrahlung frei
(elektromagnetische Welle). Berechnen Sie deren Wellenlénge!

5.4. Das Metall Céasium (Z = 55, 1. Hauptgruppe) wird in einer Vakuum-Roéhre mit UV-Licht von
A =330 nm Wellenldnge bestrahlt. Hierbei werden Elektronen mit einer Energie von bis zu 2 eV emittiert.
Wie grof} ist die Austrittsarbeit von Cidsium?

5.5. Was ist die grofite Wellenlidnge, die aus einer Césium-Photokathode mit einer Austrittsarbeit 1,94 eV
gerade noch Elektronen freisetzt?. Wie schnell sind die Photoelektronen bei einer Bestrahlung mit UV-Licht
von A = 248 nm?

5.6.* Ein Stickstofflaser erzeugt kurze (5 ns) Lichtimpulse mit der Wellenlidnge A = 330 nm. Die hierzu
notwendige Energie wird durch die Entladung einer Kondensatorbatterie (40 Kondensatoren zu jeweils 500
pF) in eine mit Stickstoff gefiillte Glasrohre eingespeist. Das Netzteil liefert bei 25 kV Ladespannung einen
anndhernd konstanten Strom von 10 mA. Bei Erreichen einer Kondensatorspannung von 25 kV erfolgt
spontan der Durchbruch der Funkenstrecken. Durch Elektronenstofl werden die Stickstoffmolekiile angeregt,
das Laserlicht breitet sich in Lingsrichtung der Glasrohre aus. Ein Messgerit zeigt die Energie von 10 mWs
je Impuls an.

a) Wie viele Laserimpulse pro Sekunde sind bei voller Leistung des Netzteiles moglich?

b) Wie viele Photonen werden je Lichtimpuls erzeugt?

¢) Wie hoch ist der Wirkungsgrad dieses Lasers (Verhiltnis der Licht- zur elektrischen Energie)?

je 500 pF Glasrohre

mit N, gefill Prinzipskizze eines Stick-
i A

stoff-Impulslasers

330 nm

- - L~ e - L /// L -
\/
Funkenétrecken
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5.3.2 Das ideale Elektronengas (in der Vorlesung nicht behandelt, nicht priifungsrelevant; weiter bei 5.3.4.)
5.3.2.1. Das Elektron im Potentialtopf

Der fiir die Elektronenbewegung zur Verfiigung stethende Raum moge zunichst nur eine Dimension
haben, vergleichbar einem extrem diinnen Draht der Linge L. In diesem konnen sich die Elektronen
sowohl nach rechts als auch nach links bewegen. Die entsprechenden Ausdriicke fiir die Materie-
wellen lauten

k >0 hinlaufende Welle
k <0 riicklaufende Welle

Trifft eine Welle das Ende des Leiters, wird sie reflektiert und lduft zuriick. Vergleichen ldsst sich
dieser Vorgang mit der Bewegung eines klassischen Teilchens in einem durch harte und elastische
Winde eingegrenzten Bereich. Wie eine Ping-Pong-Kugel lduft das Teilchen mal nach rechts, mal
nach links, ohne dabei Energie zu verlieren. Welche Eigenschaften muss eine Wellenfunktion auf-
weisen, damit man mit ihrer Hilfe die Bewegung des Elektrons in einem Kastenpotential mit unend-
lich hohen "Winden" beschreiben kann?

Wichtig ist zunéchst die Feststellung, dass das Elektron nach Reflexion als dann riicklaufende Wel-
le mit sich selbst als der hinlaufenden Welle interferiert. Als Summe erhilt man aus zwei solchen
Wellen (die fiir x=¢=0 gemeinsam die Phase 0 haben):

Y =Y, sin(kx — wt) {

N N
Wy :7°sin(kx—wt)+7°sin(kx+a)t): W, sin kx cos @t . (5.14)

Bemerkenswert ist dabei, dass Orts- und Zeitvariable jeweils separiert schwingen. Eine Moment-
aufnahme zu r=0 zeigt eine Sinusfunktion mit der Amplitude W¥,, diese wird bei >0 mit einem

Faktor zwischen -1 und +1 multipliziert, welcher harmonisch mit ® schwingt. Eine solche Funktion
hei3t stehende Welle, s. Abb. 5.17.

Abb. 5.17. Stehende Welle

Eine stehende Welle ergibt sich als Resultat der Uberla-
gerung je einer hin- und riicklaufenden Welle gleicher
Amplitude. Die Schwingungsamplitude der stehenden
Welle ist ortsabhiingig. Die Stellen mit maximaler
Amplitude heilen Schwingungsbduche, dazwischen
liegen Schwingungsknoten.

Da das Elektron sich nur innerhalb des Potentialkastens aufhalten kann, muss der Wert der Wellen-
funktion an den Kastengrenzen, also bei x = 0 und x = L gleich Null sein. Das Betragsquadrat der
Wellenfunktion hat die Bedeutung einer differentiellen Aufenthaltswahrscheinlichkeit (s.u.), und die
kann nur innerhalb des Potentialtopfes von Null verschieden sein. Hieraus resultiert eine einschnei-
dende Bedingung an die Wellenfunktion des Elektrons: sie muss an den Stellen x = O und x = L je-
weils Null sein, also einen Knoten haben. Die grofite Wellenldnge, die dieser Anforderung geniigt,
ist A1 = 2L. Die néchst kiirzere schon A2 = L, dann folgt A3 =2L/3 ,..., \n=2L/n, s. Abb. 5.18.
Diese diskreten Wellenldngen A, kennzeichnen die sogenannten erlaubten Zustinde. Da mit den
dazugehorigen Wellenzahlen k, = n/7/L jeweils der Impuls festgelegt ist, kann leicht die Energie be-
rechnet werden. Im Modell des Freien Elektronengases werden keine Wechselwirkungen beriick-
sichtigt. Somit ergibt sich die Gesamtenergie allein aus der kinetischen Energie:

_pr RN R (mjz R,

= — | = n
kin L Sml*

2m 2m 2m

2

Energien des 1D — Elektronengases E = — n“mit n=1,2,3,.. (5.15)
m
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\|/4 A
/\ h=LI12  Kk4=4n/L
|

\/ > Abb. 5.18. Wellenfunktionen einer eindimen-

<

sionalen Elektronenbewegung im Kastenpotential

W A der Breite L.
/\x3=2u3 ky=3n/L Dargestellt ist jeweils die Momentaufnahme einer ste-
| | > henden Welle zu =0, beginnend mit den grofleren Wel-

—

lenldngen. Nach kiirzeren Wellen hin kénnen die Dia-
gramme beliebig weit fortgesetzt werden.
Y2t _ Infolge Interferenz kommt es zur Ausloschung von sol-
ha=l ko= 20l chen Wellen, deren Wellenldnge von 2L/n unterschied-
lich ist. Derartige Zustinde sind nicht stabil und kénnen
von Elektronen somit nicht eingenommen werden.
N
|
Man sollte erwarten, dass alle Elektronen das unterste Energieniveau einnehmen. Dem steht jedoch
das PAULP’-Prinzip entgegen.

<I_
\/

=2l k=il

/

——

\ 4

Pauli-Prinzip: Es existieren in einem System niemals zwei Elektronen im gleichen Zustand.

Jeder Zustand wird durch sogenannte Quantenzahlen charakterisiert. Fiir den Impuls ist n die Quan-
tenzahl. Weiterhin ist der Eigendrehimpuls des Elektrons zu beachten, dieser ist mit einem magneti-
schen Moment verbunden, welches sich dhnlich einer Kompassnadel im Magnetfeld ausrichtet, al-
lerdings mit zwei moglichen Einstellungen - in Richtung des Feldes sowie entgegen der Feldrich-
tung. Ublich ist die Kennzeichnung mit kleinen Pfeilen: Tund {. Da der Elektronenzustand durch
den Impuls (Wellenzahl) sowie den Elektronenspin (Eigendrehimpuls mit den Quantenzahlen +1/2
und -1/2) festgelegt ist, gehoren zu einem Energiewert E, 2 verschiedene Elektronenzustéinde.
Die Elektronen besetzen im thermodynamischen Gleichgewicht die energetisch tiefsten Plitze be-
vorzugt. Bei T = 0 sind ausschlieBlich die tiefsten Pldtze besetzt, soweit dies das Pauli-Prinzip ge-
stattet. Das oberste besetzte Energieniveau Er trigt die Bezeichnung FERMI®-Niveau. Fiir eine groBe
Elektronenzahl gilt np = N/2. Somit ergibt sich aus der allgemeinen Beziehung fiir die kinetische
2 2712
Energie £, =B P Wk
2 2m  2m

Rk} Rn’m wn’

fiir das eindimensionale Elektronengas im n-ten Energiezustand

E, = = - und folglich fiir das Ferminiveau eines Systems mit N Elektronen
2m 2m L 8m L
h2
Fermi - Energie des 1D — Elektronengases E, = W N? mit N —Elektronenzahl (5.16)
m

% Wolfgang Ernst PAULI (1900-1958), osterr. Physiker, Entdeckung des Elektronenspins und des Kernspins, Ausschlie-
Bungsprinzip der Quantenmechanik (NP 1945), theoret. Vorhersage der Existenz des Neutrons,

%0 Enrico FERMI (1901-1954), it. Physiker; Mitbegriinder der Quantenmechanik, Fermi-Dirac-Statistik, Festkdrperphy-
sik, Kernumwandlungen durch Neutronenstrahlung, 1938 Emigration in die USA, NP; A-Bomben-Projekt
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Die durch Glg. 5.16 ausgedriickten Verhiltnisse beim eindimensionalen Elektronengas sind in
Abb.5.19 veranschaulicht.

A

E Abb.5.19 Energieniveaus des freien Elektronengases im ein-
dimensionalen Potentialtopf.

AE Die schwarz eingezeichneten Positionen stellen besetzte Zustinde
E- | dar. Je Energieniveau existieren 2 Zustinde, die durch unter-
v schiedliche Richtungen des Elektronenspins charakterisiert wer-

den. Die Energie des hochsten besetzten Zustandes heilit Fermi-
-4 ¢ energie.

M
1

Wird eine elektromagnetische Welle eingestrahlt, kann ein Elektron auf ein hoheres unbesetztes
Energieniveau angeregt werden, sofern die Resonanzbedingung

AE=E —-E =h-f (5.17)
erfiillt ist. Nach einiger Zeit nimmt es unter Energieabstrahlung wieder das tiefere Niveau ein. Die-
ser Relaxations-Prozess kann auch in mehreren Teilschritten ablaufen. Bei einem Absorptionsspekt-
rum wird die Entnahme von Energie aus einer elektromagnetischen Welle in Abhéngigkeit von der
eingestrahlten Wellenlidnge gemessen. Wird die nach erfolgter Anregung eintretende Energieab-
strahlung gemessen, spricht man von einem Emissionsspektrum.

Welche physikalische Bedeutung hat die Wellenfunktion?

Keinesfalls kann man die WF so verstehen, dass das Elektron sich etwa wellenférmig bewegt. Bei
einer klassischen Welle bewegen sich ja die schwingenden Teilchen auch nicht mit der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit. Bei Elektronen ist es dariiber hinaus gar nicht moglich, die Bahn eines Teil-
chens genau zu verfolgen und aufzuzeichnen. Jede Wechselwirkung mit einem Messgerit, die zur
Orts- und Geschwindigkeitsbestimmung dieses Teilchens notwendig ist, verdndert sofort diese bei-
den GroBen. Es lassen sich somit nur statistische Aussagen machen: Ein System wird wieder und
wieder unter gleichen Ausgangsbedingungen pripariert und ein Experiment durchgefiihrt. Als Er-
gebnis erhilt man z.B. eine Verteilung von Haufigkeiten erfolgreicher Messungen iiber der Ortsko-
ordinate. Wo diese Haufigkeit groB} ist, besteht eine hohere Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
das Teilchen dort anzutreffen. Ist man bestrebt, Ort und Impuls eines Teilchens gleichzeitig zu mes-
sen, muss man feststellen, dass sich beide Messungen storen, da jede einzelne Messung das Teil-
chen bereits beeinflusst. Orts- und gleichzeitige Impulsangabe sind also prinzipiell nicht beliebig
genau moglich. Dieser Umstand findet seinen quantitativen Ausdruck in der Unschdrferelation von
Werner HEISENBERG.

Derartige Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sind die moglichen Aussagen in der sogenannten Wel-
lenmechanik, berechnet werden sie aus dem Betragsquadrat der Wellenfunktion (die WF ist mitun-

ter eine komplexe Funktion). Das Produkt |‘P|2 dx ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einer Mes-

sung das Teilchen im Intervall x,...,x + dx anzutreffen, s. Abb.5.16. Man bezeichnet |‘I’|2 auch als

Wahrscheinlichkeitsdichte oder differentielle Wahrscheinlichkeit. Die Wellenfunktion selbst hat
keine reale Entsprechung und ist lediglich eine Rechengrof3e.
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2 Abb.5.20. Wahrscheinlichkeitsdichte ||

Die graue Fliche entspricht der Gesamtwahrscheinlich-
keit einer Messung des Teilchens zwischen x und L. Die-

L
dx L se wird meist auf 1 normiert (j|‘P|2dx=1). Die weille
0

\|j1 Rechteckfliche |‘P|2(x)dx ist dagegen die Wahrschein-

lichkeit, das Teilchen im Intervall x,...,x + dx anzutref-
fen.

Da sich die Wellenfunktionen fiir verschiedene Zustinde voneinander unterscheiden, sind die Wahr-
scheinlichkeiten, das Elektron an bestimmten Orten anzutreffen, von dessen Zustand abhingig.

i

TN\ \
E, Abb. 5.21. Wahrscheinlichkeitsdichten |‘I‘n|2

Der Verlauf der einzelnen Funktionen entspricht der
Wabhrscheinlichkeit einer Messung des Teilchens zwi-
schen x und L jeweils im Zustand mit der Energie E..
Zu erkennen ist, dass diese stark vom eingenommenen
Zustand abhingt. Insbesondere ist bei den unteren
Zustinden die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an den
E3 Rindern des Kastens geringer als in dessen Mitte.
Allerdings ist auch ersichtlich, dass bei Zustinden mit
sehr hoher Energie die Wahrscheinlichkeitsdichte
innerhalb des "Kastens" iiberall gleich sein wird. Dies
entspricht der Bewegung eines klassischen Teilchens.
Hierin kommt ein wichtiges Prinzip zum Ausdruck:
E2 Bei hohen Energien sind die Ergebnisse einer wel-
2 lenmechanischen Betrachtungsweise denen einer klas-
‘\|j1 ‘ sischen dquivalent (Korrespondenzprinzip).

5.3.2.2. Zustandsdichte
Die Anzahl der Zustinde dn je Energieintervall dE wird als Zustandsdichte D bezeichnet.

nzz—hL\/ZmE

dn_L [m

dE. h\ E

D:2@:2£ ,Z_m (5.18)
dE h\ E

Hierbei fanden die beiden moglichen Spineinstellungen im Faktor 2 Beriicksichtigung.



124 5. Der Festkorper

Abb. 5.22 Zustandsdichte D(E) fiir ein 1D-

Elektronengas
Die graue Fliche entspricht der Gesamtzahl der besetz-

A
D(E,
(5 _besetzte Zustande

Ep
unbesetzte Zustande ten Zustinde N = I D(E)dE . Die weiBe Rechteckfli-
“ 0

T | E che D(E)dE ist gleich der Zahl der Elektronen mit

E
EF einer Energie im Intervall E,...,E + dE.

5.3.2.3. Die Fermi-Funktion

Wihrend bei der Temperatur des absoluten Nullpunktes ausnahmslos alle Zustidnde unterhalb der
Fermi-Energie besetzt werden und die dariiber liegenden Zustidnde unbesetzt, kommt es bei 7 > 0
infolge thermischer Anregung dazu, dass einige Elektronen auch Zustinde oberhalb der Fermi-
Energie besetzen und somit auch Zustinde unterhalb der Fermi-Energie frei bleiben. Die Fermi-
Funktion f(E,T) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit in einem System mit der Fermi-Energie Er
bei der Temperatur 7 Zustdnde mit der Energie E besetzt sind. Bei 7=0 ist diese Wahrscheinlichkeit
fiir Energien E < EF gleich 1, fiir Energien E > Er gleich 0. Der formale Zusammenhang lautet:

Fermi — Verteilungsfunktion f(ET) = ! — (5.19)
1+exp £
f(E, T) 4 Abb. 5.23 Fermi-Verteilungsfunktion
1 Die durchgezogene Linie gibt den Verlauf der Fermi-

Funktion fiir 7= 0 an. Diese springt mit wachsender

Energie von 1 auf O, sobald E > Er. Die gestrichelte

kT Linie gilt fiir 7> 0. Zustdnde mit £ > Er haben eine

(geringe) Wahrscheinlichkeit der Anregung. Diese

£ E Wahrscheinlichkeit wird sehr klein, sobald E -
F Er>kT. Bei E = Er gilt f=1/2.

0,51

|Bei einer Temperatur 7 > 0 wird ein Zustand mit £ = Er mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 besetzt. |

Die Dichte der besetzten Zustiande bei 7>0 ldsst sich jetzt mit der Fermi-Funktion leicht ausdriicken.
Sie ist gerade gleich dem Produkt fD.

Abb. 5.24 Dichtefunktion der besetzten Zustinde

Die graue Fliche stellt die besetzten Zustinde dar. Sie
entspricht dem Integral der mit der Fermi-Funktion ge-
wichteten Zustandsdichte D. Der Anteil der besetzten
Zustinde mit E > Er ist selbst bei hohen Temperaturen in
der Nihe des Schmelzpunktes des Metalls sehr klein ge-

! » gen die Gesamtzahl der Elektronen
Er E

A
D

besetzte angeregte Zustande

j f(E,T)D(E)dE << N .

EF

Der geringe Anteil der Elektronen in angeregten Zustinden zeugt davon, dass das Elektronensystem
als ganzes offensichtlich bei Erwidrmung des Festkorpers nur wenig Energie aufnehmen kann. Expe-
rimentell duBert sich dieser Umstand in der Regel von Dulong-Petit. Nach dieser Regel betrigt die
mittlere Energie eines Atoms im Festkorper gerade 3k7. Jedes Atom im Festkorper besitzt 3
Schwingungsfreiheitsgrade und jeder Freiheitsgrad der Bewegung trigt k7/2 zur mittleren kineti-
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schen Energie bei. Da bei Schwingungen die Gesamtenergie sich im Mittel je zur Hélfte aus kineti-
scher und potentieller Energie zusammensetzt, ergibt sich fiir ein Mol die thermische Energie von
3kTL, mit L der Loschmidt’schen oder Avogadro’schen Zahl. Als leicht zuginglicher Grofie bietet
sich die spezifische Molwirme an. Fiir alle Festkorper gilt in guter Ndherung

Regel von Dulong-Petit:  Cuol = 3kL, L = 6,02%10% mol’! (5.20)

Dass diese Regel gilt, ist allein dem Umstand zu verdanken, dass die Elektronenbewegung keinen
wesentlichen Beitrag zur spezifischen Wirme liefert. Die Elektronenenergien (insbesondere die
Fermienergie) sind um GroBBenordnungen grofler als die Energie k7T der thermischen Bewegung und
die allermeisten Elektronen @ndern somit ihren Zustand nicht bei Temperaturerhohung.

5.3.2.4. Das dreidimensionale Elektronengas

Der reale Festkorper ermoglicht die Ausbreitung von Elektronenwellen in allen drei Raumrichtun-
gen. Die Geschwindigkeit, ebenso wie der Impuls und also die Wellenzahl, sind als Vektoren zu
behandeln. Anstelle von Glg. 5.14 gilt dann fiir eine stehende Welle

¥ =W sink7 cosmr . (5.21)
Eine analoge Betrachtung wie oben durchgefiihrt ergibt fiir die Fermi-Energie und die Zustands-
dichte des freien 3D-Elektronengases die folgenden Ausdriicke:

2
. . n(37°N )P
Fermi — Energie des 3D — Elektronengases E, = Ey. mit V —Volumen (5.22)
m
3 1
. V (2m) =
Zustandsdichte des 3D — Elektronengases D(E) = = ? E? (5.23)
V4

Bemerkenswert ist, dass sowohl beim 1D- als auch beim 3D-Elektronengas die Fermi-Energie allein
von der Konzentration der Teilchen abhingt (N/L bzw. N/V).

Ubungen

5.7.% Barium (2 Elektronen je Atom) kristallisiert kubisch raumzentriert (2 Ionen je Elementarzelle, die hier
ein Kubus der Kantenldnge a darstellt), die Gitterkonstante betrigt a = 5.01%10-10 m. Berechnen Sie die
Fermi-Energie der Elektronen! Welcher thermodynamischen Temperatur des Elektronengases entspricht
dieser Wert (aus E = k7, k-Boltzmann-Konstante)? Welcher Geschwindigkeit eines klassischen Elektrons
entspricht dieser Wert?

Losung: Beim kubisch raumzentrierten Gitter gehoren das zentrale Atom sowie 8/8 der Eckatome zur Ele-
mentarzelle. Das sind 2 Atome bzw. N = 4 Elektronen je EZ. Das Volumen ist V = @*. Die Fermi-Energie

ergibt sich mit & = 6,6-10*Ws*; m= 9,1-10_31kg; k=1,38-102JK ;e =1,6-10"° As; aus der Bezie-
hung

_gi(ny

2
3

j  E,=5,9-10"Ws=3,7¢V . Aus Er = k- T folgt Tr= 42 800 K (!)

Foml v

Diese kinetische Energie entspricht einer Geschwindigkeit von ve = 1140 km/s

5.8.*% Funf Elektronen bewegen sich in einem 1-dim. "Potentialkasten” von lum Lénge. Welche Energie
sowie Geschwindigkeit hat bei T = 0 das energiereichste Elektron? Mit elektromagnetischer Strahlung wel-

cher Wellenldnge kann es auf das nichst hohere angeregte Niveau gehoben werden?
2

n’ (Kastenpotential) zu bestimmen.

Losung: Die Energieniveaus sind nach der Formel E = IE




