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1. Grundlagen des numerischen Rechnens und der Fehleranalyse

Kennzeichen der numerisch orientierten Mathematik:

1. Man konstruiert eine Lésung (d.h. man begnigt sich nicht mit Nachweis von Existenz
und Eindeutigkeit). Dabei beschrankt man sich i.a. auf die Konstruktion von
Naherungen einer exakten Losung, wobei der Fehler bei Steigerung des numerischen
Aufwandes verkleinert werden kann.

2. Hilfsmittel zur Konstruktion von Na&herungslosungen sind ausschliel3lich die
arithmetischen Grundoperationen (die auf einem Digitalrechner realisiert werden
konnen: +, -, *, /). Eingangsdaten und interne Grol3en sind Computerzahlen, die nur
eine endliche Genauigkeit erlauben und durch Rundung verfalscht sind.

Ziel des Abschnitts: Grundlegende Fragen der Zahlendarstellung, der Arithmetik mit
endlicher Stellenzahl und der Fehlerfortpflanzung kennen lernen.

1.1. GLEITPUNKTZAHLEN, MASCHINENZAHLEN

Die Standardform der digitalen Darstellung von Informationen ist die in Gestalt einer
geordneten Folge von Ziffern; dieses Prinzip wird z.B. beim System der Dezimalzahlen
verwendet. Die gleiche Idee liegt der Darstellung und Speicherung von Zahlen im
Computer zugrunde.

Bezeichnungen:

bit (binary digit) : Grundeinheit der Information
byte : kleinste adressierbare Speichereinheit; bestehend aus 8 bit
word : Wort, eine feste Anzahl von byte zur Speicherung einer Zahl

bias, offset : ganzzahlige Verschiebung.

Fur die Darstellung einer Zahl x in einem Datenformat steht eine feste Anzahl n von
Dualstellen (n=Wortlange) zur Verfligung. Wenn Uberhaupt, so kann die Wortlange nur
auf 2n, 3n,... erweitert werden. Ein Wort kann auf zwei prinzipielle Arten zur
Darstellung einer Zahl verwendet werden.

(a) Festpunktdarstellung

Neben der Wortlange n sind aul3erdem die Anzahl n, bzw. n, der Stellen vor bzw. nach
dem Punkt festgelegt, welcher den ganzzahligen und gebrochenen Anteil der Zahl
trennt. Zur Einsparung einer Vorzeichenstelle kann vor der Speicherung eine
festgelegte Verschiebung (bias) zu x addiert werden. Bei Festpunktdarstellung ist der
Zahlenvorrat sehr eingeschrankt. Eine Darstellungsform fur Integer-Zahlen (n, =0).

(b) Gleitpunktdarstellung
In Gleitpunktdarstellung wird jede Zahl x (x=0) in der Form dargestellt




x=(-1)°m BF

.. Basis des Zahlensystems (i.a. B=2, 8 oder 16)
... Mantisse, gebrochener Anteil

.. vorzeichenbehafteter Exponent (ganzzahlig)

.. Vorzeichen (Signum) der Mantisse ( s =0 oder 1)

nm3 W

Es stehen eine feste Anzahl t Stellen fir die Mantisse und | Stellen fiir den Exponenten
zur Verfugung t+Il+1=n.

Um eine Gleitpunktdarstellung eindeutig zu machen, wird sie normalisiert:

Def. 1.1: Eine Gleitpunktdarstellung heif3t normalisiert, wenn die erste Ziffer m,
der Mantisse m verschieden von Null ist, d.h. es gilt

B*<m<l1

m=m B*+m,B*+...+mB*=B*(m, B +m, B> +...+mB").
Die Menge G der t-stelligen, normalisierten Gleitpunktzahlen zur Basis B ist
dann G={M-BF'|M =0oder B"*'<|M |<B'-1}.

Bei normalisierter Darstellung liegt der Wert der Mantisse zwischen B* und 1-B™*.

Da der Exponent E eine vorzeichenbehaftete ganze Zahl ist, kann er in geeigneter
Festpunktdarstellung gespeichert werden, wobei zur Einsparung des Vorzeichens eine
feste Verschiebung addiert wird (biased exponent e). Der verschobene Exponent e ist
eingeschrankt durch den Speicherbereich des Exponenten.

IEEE Standard - single precision:

Ein numerischer Wert (IEEE-Standard real *4) benétigt 4 byte Speicherplatz;
bit1-23 : Mantisse m;
bit 24-31:  verschobener Exponent e = E +bias ( bias=127)
bit32 : Vorzeichen s der Mantisse

Bereich der darstellbaren Zahlen:
a) Mantisse: 24 bit (davon ein implizites bit), d.h. 24-stellige Dualzahl entspricht 7-8
Dezimalstellen
b) Exponent: 8 bit, d.h. gréRter verschobener Exponent e ist 2°-1=255
E+127¢{0,...,255},d.h.E £ {-127,...128}.

Damit gibt es eine kleinste bzw. gré3te positive Zahl x ;. , X, die im Rechner dargestellt
werden kénnen.

Def. 1.2: Die Elemente der Menge M c—R von reellen Zahlen, die in der
Maschine (dem zugrunde liegenden Datenformat) exakt dargestellt werden
konnen, heilRen Maschinenzahlen (des Datenformates)

M=M(@Btl).




1.2. RUNDUNG

Die Menge M der Maschinenzahlen ist endlich. Damit entsteht die Frage, wie man eine
Zahl x¢M durch eine Maschinenzahl g e M darstellen kann. Das Verfahren heif3t
Rundung x —rd(x), der dabei auftretende Fehler hei3t Rundungsfehler oder Darstel-
lungsfehler der Zahl x.

Def. 1.3: rd : R— M st eine Abbildung, die jedem xeR das nachstgelegene
geM zuordnet | x-rd(X)|<|x-g]|, VgeM.

Durchfiihrung der Rundung (am Beispiel der Basis B=10)

1. x¢ M wird in normalisierte Form gebracht x=(-1)°*m 10%,mit m>10"
mit der Dezimaldarstellung von m

mzo'mlmZ'--mt Mi+1--- ml.—,éo
2. Man bildet
m'= O.mimz...my fur 0<mn<4
O.mm;...m+10% fir mu>5 '

d.h. man erhoht die Stelle m, um 1, falls m.,>5 ist und schneidet nach der t-ten
Ziffer ab. Besonderheiten treten fur m, =9 wegen Stellentbertragen auf weiter vorn

liegende Stellen auf, eventuell ist eine Renormalisierung der Mantisse nétig.
3. rd(x)=(-2)° m'-10"

Relativer Fehler der Rundunag:
Fur den relativen Fehler des Wertes rd(x) gilt

[rd(x) - x
| x

0.5-10"
[m

Ié <5-10",

bzw. mit eps,,=5-10" (relative Maschinengenauigkeit) gilt
rdix)=x(1+e) |e|<eps,,.

Bemerkung:
1. Analoges gilt fir die BasisB=2, wenn eps,,=1-2* gesetzt wird.

2. x¢ M muss nicht exakt gegeben sein ,es geniigt offenbar, die (t+1)-te Mantissen-
stelle zu kennen.

Somit erhélt man die Aussage:

Satz 1.4 (Rundungsfehlergesetz): Fir alle X &[- Xuax - Xmin ] Y [ Xmin » Xmex ] < R
gilt
rd(x)=x(1+¢)mit | e|<eps,, (1.2)

wobei eps,, =g B als relative Maschinengenauigkeit bezeichnet wird.

Bemerkung: Die angegebene Art der Rundung wird auch als symmetrische Rundung
bzw. korrekte Rundung bezeichnet. In verschiedenen Systemen wird eine unsym-
metrische Rundung (Regel des Abschneidens) verwendet:

Alle Ziffern der Mantisse m nach der t-ten Stelle werden weggelassen.



In Satz 1.4 ist dann eps,, durch
epSM': B . B-t — B-t+l
zu ersetzen.

Sonderfalle der Rundung: Einige Zahlen kdnnen nicht dargestellt werden, da sie
aulRerhalb des Bereichs der Maschinenzahlen liegen. Sind E,,, und E.. der kleinste

bzw. grof3te erlaubte Exponent, so sind
Xmin = B( Emin—l) ’ Xmax = BEmax(l_ B—t )

die kleinste bzw. grof3te (normalisiert) darstellbare positive Zahl. Liegt x auf3erhalb des
Bereiches der darstellbaren Zahlen, so gilt die Fehlerabschatzung (1.1) i.a. nicht mehr:

(a) Exponentenuberlauf (overflow):
FUr | X|> xmx Wird eine Warnung gesetzt "overflow".

(b) Exponentenunterlauf (underflow):
FUr | X|<xmin 9ilt rd(x):=0. Der absolute Fehler istdann |rd(x)- x|=| x| und der

relative Fehler ist folglich stets 1.

Bemerkung.: Um den Bereich der Computernull méglichst klein zu halten, gibt es
zwischen den normalisierten Realzahlen und dem Bereich der Computernull im IEEE
Standard den Bereich der subnormalen Werte, in diesem gilt die Rundungs-
fehlerabschatzung (1.1) nicht mehr, da mit verkirzten Mantissen gearbeitet wird.

1.3. GLEITPUNKTARITHMETIK

Sind x, y Maschinenzahlen, so muss das Resultat einer arithmetischen Operation nicht
wieder in der Menge M der Maschinenzahlen liegen.

Schema einer Addition:

Sind die beiden Zahlen x,y e M(B,t,1) zu addieren, so werden sie in den Registernr,, r,
gespeichert. Das Register r, der betragskleineren Zahl wird soweit nach rechts
verschoben bis die Exponenten beider Register Ubereinstimmen. Das Ergebnis der
Addition wird im Resultatregister R gespeichert, welches eine Uberlaufstelle vor dem
Punkt besitzt. Bei Auftreten einer Uberlaufziffer wird R renormalisiert. Da in Ri.a. mehr
als t Ziffern sind, tritt bei Rundung auf t Ziffern ein Rundungsfehler auf.

Statt der exakten Operation missen wir somit von Ersatzoperationen bzw. Gleit-
punktoperationen sprechen.

Def. 1.5: Sei x,ye M und ope{+,-,*+}. Dann heil3t fl(x op y) das Ergebnis der
Gleitpunktoperation op (fl ... floating point operation). Die Gleitpunktarithmetik
rundet korrekt, falls gilt

fixop y)=rd(xop y)=(xopy)(1+a) VXxyeM und |a|<eps,,

Bemerkungen:

1. Bei der Gleitpunktarithmetik bleiben von den strengen mathematischen Gesetzen
nur die Kommutativitat der Addition und der Multiplikation erhalten. Assoziativ- und
Distributivgesetze gelten i.a. nicht mehr.
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2. Der relative Fehler a einer Gleitpunktoperation hangti.a. von x, y und der konkreten
Arithmetik ab, er ist jedoch beschrankt durch die relative Maschinengenauigkeit eps,, .

3. Im Allgemeinen werden in den Registern r,r, nicht alle t glltigen Stellen der
Operanten x und y mitgefihrt, so dass neben dem Rundungsfehler zusatzliche Fehler
auftreten konnen. Praktisch ist der relative Fehler a immer durch ein kleines Vielfaches
von eps,, beschrankt.

4. Die korrekt rundende Arithmetik kann realisiert werden, wenn das Register R
mindestens 2 Schutzstellen mitfiihrt, d.h. Gber t+2 Nachkommastellen verfugt.

Ausldschung: Verschiedene Berechnungen bergen das Risiko, dass der relative Fehler
wesentlich gré3er als die relative Maschinengenauigkeit ist. Dies tritt insbesondere
dann auf, wenn nahezu gleichgrof3e Zahlen x, y subtrahiert werden.

Ist | x-y| klein in bezug auf | x|, so ist der Rundungsfehler wesentlich gré3er als eps,, .
Das ist dadurch bedingt, dass die filhrenden Stellen von x und y Ubereinstimmen und
bei Subtraktion ausgeldscht werden. Die fihrenden Stellen der Differenz werden dann
durch nachgeordnete Stellen von x und y bestimmt. Diese sind i.a. aber bereits durch
Rundungsfehler verfalscht und werden durch Ausloschung verstarkt.

Zwei Interpretation der Fehler bei Gleitpunktoperationen

1. Vorwartsinterpretation: Das Resultat fl(x op y) hat im Vergleich zum exakten Wert
xop y einen kleinen relativen Fehler.

2. Ruckwartsinterpretation (Wilkinson): Das Resultat fl(x op y) ist exakt zu relativ
wenig geanderten Operanden, d.h.
fiixop y)=x(1+o)op y(1+P) mit |ol,|B|<eps,

Konsequenz: Zwei bei exakter Rechnung aquivalente Lésungswege missen bei
endlicher Arithmetik nicht mehr aquivalent sein. Aussagen Uber Rundungsfehler
mussen sich also stets auf ein Losungsverfahren beziehen, bei dem alle Operationen in
der Reihenfolge eindeutig festgelegt sind.

Def. 1.6: Ein Algorithmus ist eine in der Reihenfolge eindeutig festgelegte Folge
von endlich vielen elementaren Operationen.

1.4. FEHLERFORTPFLANZUNG

Fehlermessung
Ist x der exakte Wert einer GroBe und X der berechnete oder gemessene
Naherungswert, so kann der Fehler in x auf 2 Arten gemessen werden:

(a) absoluter Fehler: |8x|=|x-X| abs.Fehler von x,
AX>|x-X| Schranke des absoluten Fehlers
(b) relativer Fehler: leﬂ

| x|

gXZﬁ Schranke des relativen Fehlers
X

| (x#0) rel.Fehler von x,
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Relative Fehler sind den Gleitpunktoperationen inharent, wie die Abschnitte 1.2., 1.3.
zeigen. Fur x=0 ist der relative Fehler nicht erklart, so dass bei der Berechnung von
¢, fur x nahe Null Vorsicht geboten ist. Ein Fehlermal3, welches dies vermeidet, ist z. B.
durch den Ausdruck

[x=X]

1+
gegeben. Dieses Mal3 besitzt ahnliche Eigenschaften wie der relative Fehler fur
| Xx|>>1bzw. es st fir | x|<1 &hnlich dem absoluten Fehler. Das Mal3 ist insbesondere

fur Abbruchtests geeignet.

Fehlerfortpflanzung in Formeln

Berechnungen bestehen oft aus einer Folge von Operationen, die bereits berechnete
(und damit fehlerbehaftete) bzw. gemessene Grol3en einbeziehen. Eine komplexe
Berechnung besteht aus Eingangs- und Resultatdaten:

geg.: X=(xi,....x» ) € DcR" Eingangsdaten
ges.. y=(y,,...,¥,) ¢R™  Resultatdaten

Der Resultatvektor y wird mittels eines Algorithmus und der Eingangsdaten bestimmt.
Ein Algorithmus definiert somit eine vektorwertige Abbildung der Eingangsdaten auf die
Ausgangsdaten

¢:D—>R™ bzw. y=¢(x)
oder koordinatenweise

yi:(Pi(Xl,--an) i=1,...,m.

Liegen fur die Eingabedaten x=(x,,...,x,) hur Naherungen X=(Xi,...,X,) Vor, So
werden die Resultate y, zu y, verféalscht y.=¢.(X;,....X,) 1=1,2,....,m. Wir unter-
suchen den Einfluss der Eingangsfehler auf die Resultate.

Unter der Voraussetzung, dass die Abbildung ¢ stetig differenzierbar ist, erhalt man
mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung

- L " H¢,
yi:(Pi(Xlu--1Xn):(pi(X11"-IXn)+Z (P

i=1 O Xj

(ij = Xj ) y
wobei die Ableitungen an gewissen Zwischenstellen y'= x+@;* ( x-X ) zu berechnen

sind. Fir |x;-Xi|< 4 x liegen x, X und ' in einem n-dimensionalen symmetrischen

Unsicherheitsintervall mit dem Mittelpunkt X . Damit gilt die Maximalfehlerabschatzung:

: O,
Ay, <> max (ple,—.

4 xe[X—Ax, X +Ax]
=1 0 X

Haufig ist man nur an einer Aussage uber die zu erwartende Grél3enordnung des
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Fehlers interessiert bzw. man mochte die gultigen Stellen des Resultats bestimmen.
Far kleine Unsicherheit Ax; in allen Variablen ist das Unsicherheitsintervall fur x klein

und die Ableitungen variieren nur wenig tber dem Intervall. In 1.N&herung (bezeichnet
durch =) kénnen somit die Ableitungen im Mittelpunkt X des Intervalls berechnet
werden. Mit so berechneten Gro3en erhalt man eine Schatzung des Fehlers, die man
als linearisierte Fehlerschatzung bezeichnet:

_ P
Ayizlyi'yiliz“l_(ax:i'Axi

=1 0X;
gz ML 0o Xy
oyl Hooxp oo

¢, ¢, X
0 Xj 0 Xj &
Empfindlichkeit messen, mit der y.=@,(x;,...,x,) auf absolute bzw. relative
Anderungen von ; reagiert, heiBen absolute bzw. relative Konditionszahlen
(Faktoren der Fehlerverstarkung).

Def. 1.7: Die Proportionalitatsfaktoren und -, welche die

Bezuglich der Fehlerfortpflanzung bei elementaren arithmetischen Operationen gilt fir
die relativen Fehler die Aussage:

Satz 1.8:
a) (p(X,y)=X*y = Sxyi8x+8y!
b) (p(X,y):X/ y = 8xlyi8x_8y!
. X y
YY) = by = . fall 0
) o N=AHY = byt L, (lls xry=0)

d) e)=Vx =& =1g,

Bemerkung: Die Operationen *, /, \/_sind somit bezuglich der Fehlerfortpflanzung
-
Xty

harmlose Operationen. Fur "+" gilt dies nur, wenn die Konditionszahlen| v ]
Xty

nicht zu grof3 sind (Ausléschung).

1.5. KONDITION EINES PROBLEMS UND STABILITAT VON ALGORITHMEN

Kondition

Unter der Kondition eines Problems versteht man die Auswirkung von Stérungen der
Problemdaten auf das exakte Ergebnis. Ein Problem nennt man gut konditioniert, wenn
kleine Storungen nur kleine Anderungen der exakten Losung zur Folge haben und
schlecht konditioniert (ill-conditioned), wenn kleine Stérungen starke Anderungen der
Losung bewirken kdnnen.
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Beachte: Schlechte Kondition ist eine dem Problem innewohnende Eigenschaft und ist
nicht ursachlich durch Gleitpunktarithmetik bei der Problemldsung bedingt. Allerdings
wirkt sich Gleitpunktrechnung bei schlechter Kondition starker auf die erreichbare
Genauigkeit aus.

Bsp. 1: Berechnung des Schnittpunktes zweier Geraden
(L6sung eines linearen Gleichungssystems, Stérung im Absolutglied von g, )

(a) g,,9, nahezu senkrecht (b) g,,9, nahezu parallel

gut konditioniert As=¢ schlecht konditioniert As>>¢

Bsp. 2: Lésung einer quadratischen Gleichung y’+2 py-q=0
y,=o(p,q):=- p++/p°+q zu berechnen

do_ Y, . odo_ 1
op  p*+q 94 2./p*+q

- 1
€y1i| yl .£|8p+| .glgq:

p’+q Vi 2p’+q Wi
= P lep+l

p+yp°+q
2

p°+q 2 p°+q

|8q:Kp8p+Kq8q

Fur g>0 gilt K,<1,K,<1;d.h. die Berechnung von vy, ist gut konditioniert. Falls aber
q~-p°, und p ist groR, so ist K,>>1, d.h. es liegt schlechte Kondition vor.

Stabilitat eines Algorithmus

Die Resultate bei der numerischen Losung eines Problems sind Daten, die durch eine
Folge von Gleitpunktoperationen (Algorithmus) erzeugt wurden. Man mdchte aufgrund
der Fehleranalyse entscheiden, ob ein Algorithmus fir eine Problemklasse brauchbar
ist oder nicht.

Vorwartsanalyse: Man konnte einen Algorithmus als brauchbar ansehen, wenn eine
berechnete Naherungslésung y nahe der exakten Losungy liegt, d.h. man ist geneigt,

eine Abschéatzung der Form

ly-¥l<8
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zu finden, wobei | o | ein geeignetes Abstandsmaf ist.

Die Existenz von schlecht konditionierten Problemen zeigt aber, dass die Fehler-
schranke & nicht fur jedes Problem klein sein muss. Mit anderen Worten: Hatten wir
einen Algorithmus fur eine Problemklasse, der nur eine einzige Rundungsoperation
enthalt, und wirden ihn auf ein schlecht konditioniertes Problem anwenden, so konnte
eine starke Abweichung von exakter Lésung y und Naherungslésung y auftreten. Man
musste den Algorithmus (und somit jeden Algorithmus) bei der Vorwartsanalyse als
unbefriedigend ansehen.

Ruckwartsanalyse: Im Gegensatz zur Vorwartsanalyse, betrachtet man hier die berech-
nete Naherungslésung y als exakte Lésung zu einem gestorten Ausgangsproblem mit

einem Datensatz P . Die durch die Gleitpunktoperationen erzeugten Fehler werden
somit rickwarts verfolgt und als Stérungen der Eingangsdaten interpretiert. Bezeichnet
P die Daten des Ausgangsproblems, so wird eine Abschéatzung der Form

|P-P|<s

in einer geeigneten Norm angestrebt. Man kann zeigen, dass & fur brauchbare
Algorithmen klein ist. Ein Algorithmus A, fur den eine solche Beziehung nachgewiesen
werden kann, wird als numerisch stabil bezeichnet. Die Fehler bei der Berechnung der
Losung besitzen nur eine geringe Ruckwirkung bezuglich der Abweichung vom
Originalproblem.

1.6. RUNDUNGSFEHLERANALYSE

Wir wollen an zwei Beispielen das Problem der Rundungsfehleranalyse demon-
strieren:

m
1. Summation: s,=> aj, a; € M
=1

Man beachte, dass in der Menge M der Maschinenzahlen nicht das Assoziativgesetz
gilt, so dass der Wert des Ergebnisses von der Summationsreihenfolge abhangt.

§1=a1 (81:=O)
$:=5:19a,=(5:1+a)(1+s¢;)
§m= gm—l®am:(§m—l+am)(1+8m)

:>'§::§m=zm:aj ﬁ(l+ai):iaj(l+ 5)

i=j

Wegen |§;|<(m- j+1)eps,, nehmen die Fehlerschranken |§;| mit wachsendem
Summationsindex j ab. Die Schranke fiir den Gesamtfehler

m
|S_S|S2|aj“6j|
=1

wird also am kleinsten, wenn die betragsgrof3ten Summanden a; zuletztin der Summe
auftreten, da sie dann mit den kleinsten §; multipliziert werden.

Merke: Man summiere von den betragskleinen nach den betragsgrof3en Zahlen.
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2. Skalarproduktbildung

Das Skalarprodukt von Vektoren ist eine wichtige Konstruktion, es tritt z.B. bei Matri-
zenmultiplikationen fir jedes Element der Produktmatrix auf.

S=a b=Zai bi, ai,bi& M

i=1

Algorithmus: s,:=0
fur i:=12,...,n: s;:=s1+a;bi
Si=s;,
Der absolute Fehler ist klein; wenn jedoch die Vektoren a und b nahezu orthogonal

sind, d.h. es gilt S:Zai bi ~ 0, so tritt ein unbeschrankter relativer Fehler 4 auf.
i=1 S

Da die Skalarprodukt-Berechnung haufig auftritt, wird fir sensitive Algorithmen eine

Skalarprodukt-Berechnung mit verbesserter Genauigkeit (z.B. doppelter Wortlange)

empfohlen. Die Multiplikationen sind dann exakt, u. auch die Addition wird nahezu

exakt.

Bemerkung: In modernen Numerik-Systemen werden wichtige Standardoperationen mit
speziellen Algorithmen realisiert, die geringe numerische Fehler garantieren (z.B. die
BLAS-Routinen fur Vektor- und Matrixoperationen).
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2. Normen von Vektoren und Matrizen

Zur quantitativen Beurteilung von numerischen Fehlern bei Vektoren und Matrizen
bendtigt man entsprechende Mal3e, die als Normen bezeichnet werden.

2.1. VEKTORNORMEN

Fir jeden Vektor X=( x;,Xz,...,X, ) € R " ist

|X|:V XT = X12+'-'+Xn2

als euklidische Lange von x ein natirliches Mal3 fiir die Beurteilung der Grof3e von x.
Haufig ist es jedoch gunstiger, anders definierte Mal3e zu verwenden, die dhnliche
Eigenschaften wie der Betrag besitzen; derartige MalRRe werden auch als Normen
bezeichnet.

Wesentliche Eigenschaften des Betrages :

D)|xkE0 VxeR" und|x|=0 nur fir x=0;
@I x][=I2 ] x]
3)|x+y|<L]| x|+| y| (Dreiecksungleichung).

Die letzte Beziehung folgt aus
Ix+yP=(x+y) (x+y)=x x+y y+2x" y=|x[+|y[+2x"y .
sowie

x'y=Ix|lylcos (xy)<[x]lyl.
Damit gilt
Ix+yP<IxXP+y+2|xIly[=(x[+]y])

Def. 2.1: Eine Abbildung | e |:R" —R heit Vektornorm, wenn die folgenden

Axiome erfullt sind:
(N1)|x[|=0 Vv xeR" und |x|=0 nur fiir x=0.

(N2)Ax|=|2[[X] YA&R ¥xeR";
(N3)x+y[<[x|+[y] ¥xyeR"
(Bez.: Definitheit, Homogenitat und Dreiecksungleichung sind erflllt).

Beispiele fur Normen

a) X, =IxXI=y xS+t X, : Euklidische Norm, 2-Norm

b) ||x||1:Zn:| Xil : Summennorm, 1-Norm
i=1

c) [x|. =max|x] : Maximum-Norm, o-Norm
1
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d) Die drei Normen unter a)-c) sind enthalten in ||x||p = (Z| xi|pj : Holder-Norm,
i=1
oder p-Norm (1< p < ).

e) |x|,=(x"Ax):  :Ellipsoid-Norm, (Vor.: A ist eine symmetrische positiv definite
(n,n)-Matrix ).

Der Unterschied zwischen den Normen wird deutlich, wenn man sich die
Einheitskugeln der Normen S={xeR"| |x|<1} veranschaulicht (n=2):

S,={ x:|x|, <1} s.={x:|¥, <1} s, ={ x:|x|, <1}

X1 2"'Xz 231 |Xi|£l |X1|+|X2|Sl

Sa=(xc, <13

Weitere wichtige Norm-Ungleichung:

-yI=1[x[-lvll vxyeR”
Beweis:

XI=Cx-y )+ y ] <Ix=yl+[yl = Ix=yl=[x]-]y]
Vertausche x und y )

Iy -x[=[x=yl= ][]
Damit gilt die Behauptung.

Bemerkung: Eine Ubertragung auf allgemeinere Vektorraume V, in denen ein
Skalarprodukt <x,y> erklart ist, erfolgt z.B. durch die Normdefinition [x|=+/<xx>.
Ein Vektorraum mit Norm heif3t normierter Raum.

Satz 2.2: Eine Norm ist eine gleichmalig stetige Funktion.
Satz 2.3: Alle Normen im Raum R" sind aquivalent in folgendem Sinn:

Fir jedes Paar p,(x), p,(x) von Normen gibt es positive Konstanten m und M
mit m-p,(X)<p,(X)<M-p,(X), VxeR".
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Beweis: (Nur fir p,(x)=|x]|_.)

Die Normkugel s, ={x&R":|x| <1} ist kompakt (beschrankt und abgeschlossen),
d.h. das Maximum und Minimum einer stetigen Funktion auf S existiert.

Da p,(x) stetig ist, existieren die Werte
M=max . » m=min p.(X)-

XES., X€S.,

Damit gilt fur alle y¢0:iasw und mSpl( y J: L p,Y<M,
IvI.. ¥, ) “war ¥l

dh.mlyl, < p,)<M]y|, -

Bemerkung: Der Beweis fur andere Normpaare erfolgt analog. In unendlichdimen-
sionalen Funktionenraumen muss Satz 2.3 nicht gultig sein.

2.2. MATRIXNORMEN

Wir betrachten die durch eine Matrix AgR ™" vermittelte lineare Abbildung y=Ax
und fragen, um welchen Faktor sich ||y||p:||Ax||p (ye R"‘) gegeniiber ||x||p maximal

verandert, wenn xeR" alle Vektoren des R" durchlauft.

Def. 2.4: Jeder Vektornorm ||o||p lasst sich eine Matrixnorm zuordnen
(zugehorige oder induzierte Matrixnorm, Operatornorm) durch

AX
||A||p = max || ||p
I,

: x;to}:max 2] -1l <1},

Bemerkungen:
1) Man beachte, dass ||x||p im R" aber ||Ax||p im R™ berechnet wird und nur fur

eine (n,n)-Matrix A im gleichen Raum.

2) Die Definition ist sinnvoll, da gilt

A2

M, ] M,

und S = {z £ R”I||Z||p Sl} ist kompakt, d.h. das Maximum existiert.

=z, mit ], =1

Allgemeiner definiert man:
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Def.2.5: Eine Abbildung |e|:R ™"—R heit Matrixnorm, falls folgende
Bedingungen erfillt sind:

(M1) |A|=0 V AeR™ und |A|=0< A=0™" .

(M2) [ Al=IRI[A, YR

(M3)  [[A+B|<[A+[B].

Eine Matrixnorm heif3t submultiplikativ, falls

(M4) fir m=n gilt [AB|<|A|e|B| V AB&R"".

Bem.: 1) Die induzierte Matrixnorm aus Def. 2.5 erflllt die Axiome (M1)-(M4).

[aBx|_ IACBXL (B _ Ay, (B

|AB|=max =max <max o *max = =[A-[g|
w0 X ™ B xR Y ™ (]

2) Aus Def.2.4 folgt unmittelbar |A x||p £||A||p o||x||p.

Geometrische Deutung der Operatornorm
Wegen ||A| =max {|Ax| :[x| <1f stellt [A[ die kleinste Zahl y dar, fiir die gilt

||Ax||p <u ||x||p v xeR" bzw. ||Az||p <u,NzeR" ||z||p <1.

Damit ist y die grofdte Abbildungsdehnung, die durch Ax vermittelt wird; d.h. x ist
der Faktor, um den sich |x| maximal vergroRert beim Ubergang zu y = Ax.

Beispiele fur Matrixnormen: AgR ™*"

1.Operatornorm zur Vektornorm ||x|| :

m

|AX], = ZI(AX)I Z|Za.kxk32 a.kllxk

i=1 k=1 i=1k

:Z(I Xklglaik |)S[mkaxglaik Ijogl xklz(mkaxglaik |j X,

d.h.

o,
S Ll

Es sei nun k =1 der Index, fir den das Maximum uUber die Spalten k £{1,...,n} an-

genommen wird zm: la;| = max i |awl . Fur x=¢' gilt dann |x|, =1 und
i=1 k i=1

”AX”1 - Z lai-11= max Z| aik |-
i=1 k i=1
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Damit gilt:

IAl, =max Zm: | i | (Spaltensummennorm der Matrix A)

ke{1,...n} i=1

2. Operatornorm zur Vektornorm ||x||w:

||A||w =MmaxX zn: | aij | (Zeilensummennorm der Matrix A)

ie{l,...m} j=1

3.0Operatornorm zur euklidischen Vektornorm:

Diese Norm ist komplizierter zu bestimmen: Sei AgR ™", dann ist AT A eine
symmetrische (n,n)-Matrix, d.h. alle EW sind reell. Sei A Eigenwert von A" A und
x =0 ein Eigenvektor, dann gilt

ATAX=2X, x' ATAXx=Ax"X :||Ax||§:k ||x||§ ,d.h.A>0.

Sei 0<), <0, <...<),= Amx das Spektrum der Eigenwerte von AT A, so kann man
zeigen:

JAL =+ Amax (ATA), Ao groBter EW von AT A (Spektralnorm der Matrix A)

Bemerkung: Ist A selbst eine symmetrische (n,n)-Matrix, soist A=A", d.h. AT A= A2
und die Eigenwerte von Az sind ;= H. ,wenn p, die Eigenwerte von A sind. Es gilt
dann [A|, = max || = p(A) ist der Spektralradius von A (siehe Def. 2.6.).

4. Frobenius-Norm

In Analogie zur Euklidischen Vektornorm kann man die Summe der Quadrate der
Matrixelemente bilden und definiert:

||A||F = ,/ i Zn:| ail (Frobenius-Norm der Matrix A)
i=1 j=1

Die Frobenlusnorm ist keine Operatornorm im Sinne von Def. 2.4., da fir die
Einheitsmatrix gilt EV \/ﬁ Nach Def. 2.4. muss fir eine Operatornorm wegen
Ex=x aber stets |E||=1"sein. Die vorwiegende Anwendung der Frobeniusnorm liegt in
der Abschétzung der schwierig zu berechnenden Spektralnorm. Es gilt

Al

<||A|| <||A]., wobei r =rg(A) <min{m,n} i

Der rechte Teil der Ungleichung folgt daraus, dass ||A||i:Spur(AT A= ist. Fur
i=1

alle xeR" kann somit  |Ax|, <||A|_|)x|, abgeschéatzt werden.
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2.3. Konvergente Matrizen

Konvergente Matrizen spielen eine zentrale Rolle fur die Untersuchung von
Iterationsverfahren (z. B. zur LOsung linearer Gleichungssysteme). Dieser Frage
widmen wir uns im Kapitel 4.7. Zun&chst werden einige Eigenschaften konvergenter
Matrizen zusammengestellt.

Def. 2.6.. Sei A eine beliebige (n,n)-Matrix und p,,...u, €C ihre (i.a.
komplexen) Eigenwerte, dann nennt man

p( A)=max|wl

ie{1,... n}

Spektralradius der Matrix A.

Satz 2.7.: Fur jede (n,n)-Matrix gilt p( A ):im‘ |A|, d.h. der Spektralradius ist

die grofite untere Schranke fur jede Matrixnorm von A.

Satz 2.8: Sei A eine (n,n)-Matrix und ||-| eine beliebige Matrixnorm.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

@ |lim A“=0, (b) Ij_m |A“|=0, (¢) p( A)<1l.

k->o0

Die Matrix A wird dann als konvergente Matrix bezeichnet.

Die Bedingung p( A )<l ist notwendig und hinreichend dafiir, dass A eine konver-
gente Matrix ist. Da der Spektralradius p( A) eine untere Schranke fur jede Matrix-
norm ist, muss diese Bedingung erflllt sein, wenn flir irgendeine Matrixnorm gilt
|A|<1. Dies stellt eine hinreichende Bedingung fiir eine konvergente Matrix dar (die

aber nicht notwendig ist).

Bemerkung: Im Allgemeinen findet man keine Norm, fiir die p( A)=||A| gilt. Bei sym-

metrischen Matrizen gilt allerdings |A,=p( A), d.h. die Spektralnorm stimmt mit

dem Spektralradius Uberein. Die Spektralnorm ist fir symmetrische Matrizen somit
die kleinste induzierte Norm. Bei unsymmetrischen, diagonalisierbaren Matrizen kann
man fir jede Matrix eine Norm konstruieren, die dem Spektralradius entspricht.

Fur konvergente Matrizen gilt ein wichtiger Zusammenhang zwischen der Reihe der
Matrixpotenzen und einer inversen Matrix:

Satz 2.9.: Ist A eine konvergente (n,n)-Matrix, so ist

Z A=E+A+A+ A3+
k=0
eine konvergente Matrizenreihe und umgekehrt. Fur die Reihensumme gilt

iAk=( E-A)"
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3. Direkte Methoden zur L6sung linearer Gleichungssysteme

3.1. ELEMENTARE MATRIXOPERATIONEN

In diesem Abschnitt werden einige Grundlagen der Matrizenrechnung zusam-
mengestellt, die fur die numerische Behandlung von linearen Gleichungssystemen
Ax =b von Bedeutung sind.

A - Skalierung einer Matrix

Anwendung einer Diagonalmatrix

d 0 .. O

) 0 d, .. O
D=diag(d;,...,dn)= , d,#0

0O 0 .. d

n

auf Vektoren und Matrizen (Index bezeichnet das entsprechende Element) liefert:

(Dx);, =d;x;; furx=(x,....x,)"
(DA)ij:djaij; fur A:( aij)
(AD )ij:aijdj

Ahnlichkeitstransformation einer Matrix A mit D ergibt mit

D'=diag (i,..,i]
dl dn

I&:DAD_l,d.h. alj:%al

j

i (a;i bleiben unverandert)

B - Vertauschung von Zeilen bzw. Spalten einer Matrix

P; heiflt Permutationsmatrix: p;= p;=0, p;= p;=1

10 .. 00
1 0]i
Pi=|. . 1
0 1 0 ]
00 01
i J

Anwendung von p; auf Vektoren bzw. Matrizen ergibt
P; X @ vertauscht x; mit x;
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P; A : vertauscht Zeile i mit Zeile |
Ap; :vertauscht Spalte i mit Spalte j

Weitere Eigenschaften: p; “=p;,dennp;e p;= E, det(p;)=-1

C - Reihenoperationen mit Elementarmatrizen

1 0 .. 00O
1 .00
N.(a)=|.. .. 1 .
v i #
0O a .. 1 (1)
0 0
J

Anwendung von N; auf Vektoren bzw. Matrizen ergibt:

Ni(a)X @ axj+x=x 'Addiere a* Komponente j zur Komponente i

N;(a) A : Addiere a* Zeile j zur Zeile i
AN;(a) :Addiere a* Spalte j zur Spalte i

Weitere Eigenschaften:
1) Nj(o ) = N (-ou)
2) det N;j(a)=1

1 o, 0
) 0 .. aj, 0
3) Nlj(al)sz(az)""i:tj"'Nnj(a’n):HNij(ai): 1
] 0 o,y 0
0 o, 1
HNij (o) = NZl(a21)N3l(a3l) ---------- an(anl) 1 . 0 0
. a,, 1 . 0
4) Ny, (0tap v N,,(a,) =| = .
N, n—l(an n—l) o, ap,, 1

untere Dreiecksmatrix (normalisiert, Hauptdiagonalelemente sind 1).

3.2. GAUSS-SCHER ELIMINATIONSALGORITHMUS, L R-FAKTORISIERUNG EINER MATRIX

Wir betrachten den Regelfall eines linearen Gleichungssystems, d.h. n lineare
Gleichungen fiir n Unbekannte

Ax=b
mit einer (n,n)-Matrix A; x,beR".
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Prinzip der Gaul3-Elimination:

1) Vorwartsrechnung: Durch endlich viele Eliminationsschritte (n-1 Hauptschritte) wird
das Gleichungssystem auf obere Dreiecksform gebracht.

(Alb):=( A%h°) = ( AV ) ... = ( ATDipD)=(R,c)

2) Ruckwartsrechnung: Das gestaffelte System Rx=c wird von unten aufgeldst nach
Xnan-l;---yXl

Vorwartsrechnung:
1.Hauptschritt

all a12 aln | b1 - |21 |31 Inl
(A(O’ ‘b(o’ ): & 8, .. 8y | b
ay 8y, - 8, | b, J

Durch Zeilenumformungen mit Eliminationsfaktoren

_ a2 _ as;1 _ an1 . ©0)
21 . P yoeor Im= —, (Vor.: a;; #0)

a1l a1l a1

sollen in der 1. Spalte der umgerechneten Matrix Nullen entstehen:

; A, o Gy | b,
(A(l)‘b(l) )_ 0 a(l)zz a(l)23 | b(l)2
0 a®. .. a®., | h®,

2.Hauptschritt
Das gleiche Verfahren auf das Unterschema ohne 1.Spalte und 1.Zeile anwenden

(Vor.: a, “#0) usw.

Algorithmus:
Vorwartsrechnung

j=1.2,.,n—1 (Hauptschritte)

r,=ay? fir k=j,..,n(Pivotzeile)

i=j+1..,n
_ 40D
Iy =ai"" /Iy

k=j+1..,n




Umformen der rechten Seite
j=1.2,..,n-1

_ (i
‘ ¢, =h!
‘ i=j+1..,n

() _pa(D
| b =biP i,

Ruckwarts-Auflosung:
i=nn-1..1

‘ Xi:(ci_zrijxj)/rii

j=i+l

GaufR-Algorithmus als Dreiecksfaktorisierung (LR-Faktorisierung) der Matrix

Die Hauptschritte kénnen mit Elementarmatrizen beschrieben werden:

Ni(A)e A bedeutet: Addition von A ek-te Zeile von A zur i-ten Zeile.

1.Hauptschritt

(AD: D)= Npi(-lns)®--. ® Nas(-121)(Aib) =G, (Ab)
mit der Frobenius-Matrix

1 0 0

G, - -1, 1 0

-1, 0 .. 1

Wegen Ni(4)"=Nu(-1) folgt
1 0 .. 0
_ I 0
Gl1=N21(|21).“'.an(|n1)= 2 .

l, 0 .. 1

2.Hauptschritt

(A(z)zb(z)): Nn2(-1n2)e... ® N32('|32)(A5b):Gz(A(l)Eb(l))
mit

23
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1 0 .0 1 0 0

0 1 0 Lo 1 0
G =g 1, G." =g 1,

0o -1, 1 0 I, 1

usw.
Insgesamt erhélt man nach (n-1) Hauptschritten

(RCO=Gp1®... *G,*G;(A:b)

Der Gaul3algorithmus liefert somit eine Dreiecksfaktorisierung von A
A=LeR

mit

L=G,'G,"..G, | =

IN)
[
R O O O

In1 In2 In,n—l

L...normalisierte untere Dreiecksmatrix
R...obere Dreiecksmatrix.

Nebenprodukt: Effektive Berechnung der Determinante von A

det(A)ZI Ll.l Rlzl.Hrii

i=1

Bsp.1:
4y, -9x,+2x3=2

2x1-4x,+4x;=3
X1+t 2x,+2x3=1

Vorwartsrechnung:
A9 H© AL p®
4 -9 2 20-1,, -l 4 -9 2 2
2 -4 4 3|4 = [0 1 31 21,
10221 ¥ 0 1 05 ;o3 ¥
4 2 2
= 82 1 [,= 8 1 .= 8 O 1
21— 317 - 327 -
a2 ai 4 a2 @ 2
4 -9 2 2
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Ruckwartsrechnung: xgzg:0.625 x,=0.25 x,=0.75

Dreiecksfaktorisierung von A:
4 -9 2 1 0 0|4 -9

A= 2 -4 4=

N
[EEY
o
o

N[

-122) (.2 .2 1)lo o0

N[

2

3

4
4 -9 2
Effektive Speichertechnik der LR-Zerlegung: { 3 3
- 4

1 1
4 2

d.h. diein L und R steckenden Informationen kénnen "in-situ”, d.h. auf den Platz von A
abgespeichert werden, wenn A nicht weiter benétigt wird.

Beschreibung des GauRR-Algorithmus mit Matrixfaktorisierung:

Das System Ax=Db ist &quivalent dem System
Ax=LRx=Db.

Mit Rx=y kann der Algorithmus wie folgt beschrieben werden:

(1). Faktorisiere A in der Form LR.
(2) (a) Lose Ly=b mit unterer Dreiecksmatrix L; Ergebnis isty.
(b) Lose Rx=y mit oberer Dreiecksmatrix R; Ergebnis ist x.

Bemerkung:
Mit der LR-Zerlegung ist die Losung mehrerer Systeme mit gleicher Matrix und ver-

schiedenen rechten Seiten besonders vorteilhaft, da die Dreieckszerlegung im Schritt
(1) nur einmal ausgefuhrt wird, und die Schritte (2a) und (2b) wenig Aufwand erfordern.

Beachte: Fir Durchfihrung des Algorithmus war ay;# O,a, “# 0,...,a.m "% 0
Voraussetzung. Nicht jede regulare Matrix A besitzt jedoch eine solche direkte Drei-
eckszerlegung wie das folgende Beispiel zeigt.

0 1
Bsp.: A:( j
10

Obwohl | A|=-1#0, gilt a;,;,= 0, d.h. es existiert keine direkte LR-Faktorisierung. Ver-
tauscht man jedoch die Zeilen (Mult. von A mit der Permutationsmatrix P=p,,), so gilt

0 1)(0 1 10 :
PAZ( j( j:( j: LR mit L=E, R=E.
1 0/\1 O 0 1
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Wir betrachten die numerische Stabilitat der Gaul3-Elimination: Es gilt der Satz:

Satz 3.1: (Fehlerabschatzung, Riuckwartsanalyse der Rundungsfehler)
Der GauR3-Algorithmus berechnet eine Naherungslésung X mit AX=b und
|A-A|<Bg+ & 2)|L|*|R| (elementweise) und

n ~ ~ .
g0= ﬂ, L,R berechnete Dreieckszerlegung.
1- n eps
Bem.: Werden die Elemente der Matrizen L,R betragsmalig sehr grof3, so kénnen
grol3e numerische Fehler in der Losung auftreten. Eine Vertauschung von Zeilen in der
Ausgangsmatrix kann starken Einfluss auf die Elemente von L und R und damit auf die
Genauigkeit der Naherungslésung haben.

3.3. NUMERISCHE INSTABILITATEN DER GAUR-ELIMINATION, PIVOTISIERUNG

Bei der Durchfihrung des Gaul3-Algorithmus kénnen numerische Instabilitaten von
katastrophaler Auswirkung auftreten, wenn keine Modifikationen vorgenommen werden.
Um dies zu verdeutlichen, analysieren wir ein einfaches Beispiel:

10t =1 -ly= -2
Bsp.1: LR T an (3.1)
2x+ x,=0 d
Exakte Losung (auf 6 Stellen)
x1=-0.499998 x,=0.999 995 (3.2)

(@) Wir nehmen an, dass das System mit einem hypothetischen Computer mit
dezimaler Arithmetik und vier Mantissenstellen geldst wird. Eine Zahl wird in der Form
0.**** e¢10P dargestellt. Wir wenden den Gaul3-Algorithmus an:

an -0.1e10
az V=ay-lna,=0.1010"-(-0.2010°)(0.110")=0.110"+0.2 ¢ 10°
az U=02e10° (exakt:0.200001e10°)

b, “'=bz—1210,=0—-(-0.2010°)(0.1e10")=0.2 ¢ 10°

Auflésung des gestaffelten Gleichungssystems liefert
b, ¥ _02e10°
a ' 02010°

— b1 - a2 Xz _ 0.1e10'-0.1e 1012
ain -0.1¢10™

=1.0

Xo=
(3.3)

0.0

X1

Diese katastrophal schlechte Losung flir x, entstand durch einen einzigen

Rundungsfehler bei der Berechnung von a,,®.



(b) Werden dagegen vorher die Gleichungen ausgetauscht
2yt x,=0

10_5 X1+ X2:l
so erhalt man

a;, 0.2e10°
az V=ay-1nap=0.1010"- (-0.510°)(0.1010")=0.1e 10"
(exakt : 0.100000510")

b W= b, —121b;=0.1010'~(0.5010°)e0=0.1e10"
Auflésung des gestaffelten Systems ergibt
oot
az2 1210
_bi-aizx,_0-(0.1e10")e1 _
B a1 B 0.2 0101 B

X2=

-05

X1
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(3.4)

Diese numerische Losung stellt im Rahmen der Genauigkeit der Arithmetik die
tatsachliche Losung exakt dar. Wie ist dieses Verhalten zu begrinden und wie kann
eine Strategie entwickelt werden, um die Losung mit hoher Genauigkeit zu bestimmen?

Die Strategie zur Bestimmung der Lésung mit hoher Genauigkeit beruht auf der
Beschrankung der Multiplikatoren |; und wird Pivotisierung genannt. Sie ist entschei-

dend fur die numerische Stabilitat des Verfahrens. Die Pivotisierung sichert, dass

1, <1 gilt.

Spaltenpivotisierund:

Die umgerechnete Matrix vor dem j-ten Hauptschritt lautet:

Pivotisierungsstrategie:

a?  x x X . X
@
0 a; X X .. X
0 0 all?,  x X
0 aP? «x X
ally x .. X |< zubearbeitende Restmatrix
0 O 0 al? x X

- Man suche in der ersten Spalte der Restmatrix das betragsgrofdte Element (Pivot)

j-1) 1— j-1
= max| ai )

ie{i,..n}

| arj
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- Man vertausche die j-te und r-te Zeile und bringe somit a; in Position (j,j). Dann

fuhre man den Hauptschritt durch.

Folgerungen:
1) Falls A nichtsingular ist, so ist der Gaul3-Algorithmus mit Spaltenpivotsuche bis zum

Ende durchfiihrbar. Denn enthielte die Restmatrix in der 1.Spalte nur Nullen, dann
ware  det(A)=ap®a, Ve...ea;1;4 7 edet (Restmatrix)=0.

2) Es gilt [1;|<1, d.h. die Elemente von L kdnnen keine grof3en numerischen Fehler
verursachen.

Algorithmische Durchfuhrung: Es wird zusétzlich ein Integerfeld p der Lange (n-1)
bendtigt, um die Zeilenvertauschungen rekonstruieren zu kbnnen. Im j-ten Hauptschritt
wird p(j)=r (Pivotindex) gesetzt (j=1,...,n-1).

Statt der Dreieckszerlegung von A erhéalt man die Dreieckszerlegung von PA=LR,
wobei die Permutationsmatrix P alle Zeilenvertauschungen reprasentiert und durch das
Integerfeld p dargestellt wird.

Es gilt dann PAx=LRx=Pb, d.h. bei der Losung des Systems auf der Basis der
Dreieckszerlegung muss zunéchst der Vektor Pb bestimmt werden. Die rechten Seiten
b; sind entsprechend der Zeilenvertauschungen umzuordnen (falls b nicht als (n+1)-te

Spalte der Matrix bei der Vorwartsrechnung mitgefuhrt wird).

Algorithmus (Berechnung von b:=Pb)
j=1.2,..,n-1

| wenn p(j) > j, dann setze

Satz 3.2: Ist A nichtsingular und P=pP,,P,,...P, die Matrix aller Zeilen-

permutationen, so gilt in exakter Arthmetik PA=LR mit unterer normalisierter
Dreiecksmatrix L und oberer Dreiecksmatrix R.

Bsp.2: Man l6se das System

3 1 6) xz 2
11 1|y, (4

mittels Gaul3-Elimination und Spaltenpivotisierung und bestimme die Dreiecks-
faktorisierung.
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Vorwartsrechnung:
_31622_(_%) 31 6 : 2
1. Hauptschritt: (2 1 3 : 7|4 (-3 = |2 L -1 i &
11 1: 4 v 12 1w
- - 3 3 3
316 @ 2 3 1 2
2. Hauptschritt: |+ 2 1 @ 2)(-4). |1 2 -1 @ L
\2
3310y 3304
Ruckwartsrechnung:
Ldsung des gestaffelten Systems Rx=c:
3x1t X, +6 x3=2
%Xz' st%
'%X3:4
Losung: X,=-8,x,=-7,x,=19
Dreieckszerlegung PA=LR
1 0 0)(3 1 6 316 1 0 0}|3 1 6
0 0 1|2 1 3|=|1 1 1|=|3% 0(0 2 -1
0 1 0){1 1 1 213%%000_%

Pivotindizes: p(1)=1, p(2)=3

Spaltenpivotisierung kann nicht in jedem Fall numerische Schwierigkeiten beheben.
Wir betrachten Beispiel 1:
-10° xi+ x,=1
2x+ x,=0
und multiplizieren die erste Gleichung mit dem Faktor10°, d.h.
-10 X1t 106 X2= 106
2 X1+ Xo= 0
Mittels Spaltenpivotisierung erhalt man unter Anwendung der hypothetischen vier-
stelligen dezimalen Arithmetik auf das so erhaltene System

a1 10
Ay O=a,-1a1,=1+0.2010°=0.2010°
b (1):b2_|21b1 =0+0.2010°=0.2¢10°

Damit erhalten wir mit Spaltenpivotisierung das gleiche numerisch schlechte Ergebnis
x,=1,x,=0.
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Skalierung:
Das Problem der numerischen Gutartigkeit der Gauf3-Elimination ist nur durch

Pivotisierung und Skalierung der Matrix zu I6sen. Dabei wird A durch die Matrix

K:DlADZ

ersetzt; D,,D, sind Diagonalmatrizen. Die Lésung von Ax=b erh&lt man durch Lésung
des Systems Ay=b=p,b und x=D, V.
D:.D, sind so zu wahlen, dass fiir A niherungsweise gilt

n n
Zlaik|z2|§j||Vi,|:1,...,n ,
k=1 j:l

d.h. die Summe der Betrage in allen Zeilen und Spalten soll etwa gleich grof3 sein.
Eine solche Matrix A heil3t skaliert. Die Bestimmung von D,,D, erfordert einen hohen
Aufwand. Man ersetzt dies haufig durch eine einfachere Strategie:

D.=diag(s;,-.-,s,); D= E
s, = n# ,( Reziproke Zeilensumme)

Z | ai
k=1

Dann gilt Zlgik|:1; k=1,2,...,n ( Matrix ist zeilenskaliert ).

k=1
Die explizite Berechnung der Matrix A und die damit verbundenen Rundungsfehler
werden dadurch umgangen, dass bei Anwendung des Algorithmus auf Ax=b mit
Spaltenpivotsuche die folgende Regel Anwendung findet:

Modifizierte Pivotregel (j =1, 2, ..n-1):

Bestimme den Pivotindex r>j so, dass im j-ten Schritt gilt

-1 -1
|ar,j 0 )lsr:maX|ai,j 0 )|Si¢0-

i>]

Bei Anwendung auf obiges Beispiel erhalt man fur j=1:

1
s=——=0.1¢10"
' (10+10°%) 10

1
= =0.3333
S2 (2+1)

Wegen |a;;|s;=0.1¢10", | ax | s,=0.6666 wird a,, als Pivot gewahlt, und man erhalt die
im Rahmen der Arithmetik bestmogliche numerische Lésung x,=-0.5,x,=1.0.
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3.4. ITERATIVE VERBESSERUNG EINER NAHERUNGSLOSUNG

x bezeichne die exakte Losung von Ax=b;
X sei eine Naherungsldsung (z.B. durch Gaul3-Elimination gewonnen)

Verbesserung von X

1. r:=AX-b, "Residuum" berechnen
2. Axaus AAx=-r unter Verwendung der LR-Zerlegung von A bestimmen, d.h. Lésung
von
PAAX=LRAX=-Pr.
3. X'=X+A4x.
Begrindung:
X'=X+AX=X+AM(-r)=X+ At (b-AX )=X+x -X=x

Praxis: Rundungsfehler bewirken, dass x'=yx ist, aber x' ist i.a. eine bessere
Naherung als X . Die Verbesserung kann wiederholt werden.

Algorithmische Durchfihrung:

Wenn X durch den Gauf-Algorithmus gewonnen wurde, dann erfullt X das
Gleichungssystem meist sehr gut, d.h. b~ AX. Dann tritt bei der Berechnung des
Residuenvektors r=AX-b aber Ausléschung auf.

Damit: Der erste Schritt sollte mit erhéhter Genauigkeit ausgefiihrt werden, sonst bleibt
die Nachiteration wirkungslos. Rundungsfehler bei der Berechnung der LR-Zerlegung
bzw. im 3. Schritt begrenzen die erreichbare Genauigkeit.

3.5. NUMERISCHER AUFWAND, SPEZIELLE ANWENDUNGEN

1. Numerischer Aufwand:
Wir betrachten den Algorithmus ohne Pivotisierung (die Operationen bei der Pivoti-
sierung verandern die Ordnung des Algorithmus nicht wesentlich) in folgender Form:

a) Vorwartsrechnung: fur j=12,..,n-1

i=j+1..,n

ij ij i (3.5)
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b) Rickwartsrechnung: fir j=n,n-1..1

| Xi:=— [b| z dij XJJ (36)

dii j=i+l

Operationen in der linearen Algebra sind von der Form a+b*c: Wir fassen 1 Addition
und 1 Multiplikation zu 1 Operation zusammen und nehmen den Aufwand fur eine
Division als vergleichbar an.

Anzahl der Operationen
Operationen der der Vorwértsrechnung'

ZZ Y 1= ZZ(n )= Z[(n PH.+(- 1=

j=li=j+l k=j+1 j=li=j+1

(3.7)
n-1 i i 3
Z(n- iY=[n-j)yY+n-2)Y+..+22+17] _Nn(n-1)@2n-1) n’
=1 6 3
Hinzu kommen Operationen zur Umrechnung der b;, zur Bestimmung der |, und zur

Ruckwartsrechnung, deren Anzahl in der Gréf3enordnung const*n? liegt, wir bezeichnen
dies mit O(n?).

Satz 3.3: Fur gro3e n ist der Aufwand zur Dreiecksfaktorisierung der Matrix A
entscheidend und proportional zu 4

2. Numerische Berechnung von Determinanten:
Wegen PA=LR gilt

|PILAI=IL]e|RI=]]ru-
i=1
Satz 3.4: Ist PA=LR die Dreieckszerlegung der Matrix A, so gilt
det()=(-D*[]ri . (3.8)
i=1

wobei Z die Anzahl der durch P bewirkten Zeilenpermutationen ist.

3. Numerische Berechnung der inversen Matrix:

Die Berechnung der inversen Matrix kann in vielen Fallen vermieden werden. Wenn
bendtigt, stellt auch hier der Gaul3-Algorithmus eine effektive Methode dar. Wegen der
Gultigkeit von

ATA=E (3.9)
folgt, dass die Spaltenvektoren x'(i=1,...,n) der inversen Matrix
AT=(x X" (3.10)

Ldsung von n Gleichungssystemen sind
Ax=¢ i=1,...,n (3.11)
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Damit ist zur Losung der n Systeme der Form (3.11) einmal die Berechnung der LR-
Faktorisierung von A erforderlich und n-mal die Durchfiihrung der Riickwéartsrechnung.

Satz 3.5: Der Aufwand fur die Berechnung der inversen Matrix liegt in der
GrolRenordnung von p® Operationen und ist somit fiir groRe Matrizen ca. 3mal
hoher als die LOsung®ines einzigen Systems Ax=b.

Aus diesem Grunde ist die Berechnung von x in der Form x= A"b uneffektiv, solange

nicht mehrere Systeme mit der gleichen Koeffizientenmatrix und verschiedenen rechten
Seiten zu I6sen sind.

4. Ldsung von tridiagonalen Systemen

Systeme spezieller Struktur treten haufig bei bestimmten Anwendungen auf. So
entstehen bei der numerischen Losung von Differenzialgleichungen lineare Glei-
chungssysteme, welche nur mehrere besetzte Diagonalen in der Koeffizientenmatrix
besitzen. Wir betrachten den haufigen Fall eines tridiagonalen Systems:

aiX: tawx = b
a1 X1 tanX: tamsxs = b,
A2X2  TamsXs tasuXs = bs (3.12)
Anp-1 Xn-1 +amXn = bn

Wenn wir voraussetzen, dass a;; und alle weiteren Divisoren ungleich Null sind, so
ergibt die Anwendung des GaufR3-Algorithmus, dass in der ersten Spalte nur g,
annulliert werden muss. Dabei andern sich nur die Werte von a,, und p,. Das im

Ergebnis des 1. Schritts erhaltene System hat wieder Tridiagonalgestalt, somit sind in
der Vorwartsrechnung insgesamt (n-1) Schritte erforderlich.

Aufwand: 2(n-1) Add.; 2(n-1) Multiplikationen; n-1 Divisionen

Die Ruckwartsrechnung erfordert die Lésung von (n-1) Gleichungen der Form
ai Xitagaxm=h (@(=12..,n-1),
die letzte Gleichung hat die Form
nn Xn = bn

Aufwand: (n-1) Add.; (n-1) Multiplikationen; n Divisionen

Gesamtaufwand: 3(n-1) Add.; 3(n-1) Multiplikationen; (2n-1) Divisionen ~ 5n Op.

Satz 3.6: Der numerische Aufwand bei Systemen mit diagonaler Bandstruktur
steigt nur linear mit n.

Es konnen damit auch Systeme mit sehr vielen Variablen, wie sie bei der Diskretisie-
rung von Differenzialgleichungen auftreten, noch effektiv gelést werden.
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3.6. CHOLESKY-FAKTORISIERUNGEN SYMMETRISCHER MATRIZEN

Wahrend fur allgemeine Systeme die Pivotisierung und die damit verbundene
Vertauschung von Zeilen der Matrix notwendig fur die Sicherung der numerischen
Stabilitat sind, gibt es Klassen von Problemen, bei denen man ohne Pivotisierung
arbeiten kann.

Neben der Klasse von Problemen mit diagonal dominanten Matrizen, d.h. es gilt

| aii |ZZ|aij| i=1...,n
=1
J#i
(betragsgrof3te Elemente in Hauptdiagonale) betrifft dies Probleme mit symmetrischen,
positiv definiten Matrizen. Derartige Probleme treten h&ufig bei der Modellierung tech-
nischer Anwendungen und der numerischen Lésung von Differenzialgleichungen auf.

Def. 3.7: Die symmetrische Matrix Ag R"*" heil3t positiv definit, wenn gilt
x' Ax>0 VxeR",x=0.

Satz 3.8: Es sei A symmetrisch, positiv definit. Dann gelten die Aussagen
(1) aii>0 i=l,2,...,n

(2 |aij |<%(aii+ajj)

) lajl<y aiaj
(4) Bei der Gaul3-Elimination ohne Pivotisierung ist jede Restmatrix wieder
symmetrisch, positiv definit.

Folgerung: Die natirlichen Pivots a; * bei der GauR-Elimination sind positiv und
genugend grol3, so dass der Algorithmus ohne Vertauschungen durchfiihrbar ist. Man
kann zeigen, dass auch unter dem Aspekt der Rundungsfehleranalyse Pivot-Suche
unnotig ist.

Dreieckszerlegung: In der Dreiecksfaktorisierung der Form A=LR wird die Symmetrie
von A nicht genutzt:

10 ..0 n, * .. *
A e S R *
%1 0 0 ..r

Wegen Satz 3.8 giltjedoch r;=a; ”>0. Es lasst sich die Matrix R in der Form D R
darstellen, d.h. es gilt

1 * *

A, ) ~ [0 1 *
A=LeDeR mit D=diag (ri1s..-rnn) R= y

00 .. 1

Wegen der Symmetrie von A folgt
A=LR=A"=R'(DL")
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und wegen der Eindeutigkeit der Dreieckszerlegung gilt L=R' ,R=_" ,d.h. A=LDL .
Eine vollsymmetrische Dreieckszerlegung erhélt man, indem

D =diag (/1122 ./ ) DD =D
eingefiihrt wird. Dann gilt A=LDeD ["=Le[" mit L=LD.

Satz 3.9: Eine symmetrische, positiv definite Matrix A besitzt die Faktorisierun-
gen
A= { LL" (gewohnliche Cholesky - Zerlegung)

LDL' mit D=diag(r,....rns) (rationale Cholesky - Zerlegung)

Die Matrix L ist nicht normalisiert, zur Berechnung sind n Wurzeloperationen nétig,
dagegen ist L normalisiert und es sind keine Wurzeloperationen notig. Damit ist die
rationale Cholesky-Zerlegung auch fir allgemeine symmetrische Probleme anwendbar.
Man beachte, dass bei indefiniten Matrizen numerische Instabilitdten auftreten kdnnen,
so dass die Cholesky-Faktorisierungen nur fir symmetrische, positiv definite Matrizen
geeignet sind.

Berechnung der Elemente |; von L :
Beachte [;;=0 fur j>i

a, . a

Dann gelten die Beziehungen:

— 2 — — — -
an=lu “san=la®ly = lu=+ au, lh=an/lu 1=23,...,n
_ 2 2 _ 2
an=lxn  * ln = I1x=yax— lxu
apz= el + Inpelp= |j2=( ajz2 — |21°|j1)/|22 J=34...n usw.

Algorithmus der gewdhnlichen Cholesky-Faktorisierung: A=L L'
j=1.2..n

j-1
_ _ 2
s=a; kZIjk, wenn s < eps stop
-1

. =+s

]
i=j+1..,n
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Der Algorithmus wird abgebrochen, wenn der Radikant s< eps ist, wobei eps eine
vorgegebene positive Schranke ist.. (Im Fall s<0 ist A entweder nicht positiv definit oder
singular.) Analog kann der Algorithmus fir die rationale Cholesky-Zerlegung A=L D "
entwickelt werden.

Algorithmus der rationalen Cholesky-Faktorisierung: A=L D L'

j=1.2..,n

i1
d,=a;—> 13d,, wennd, <eps stop

]
k=1

i=j+1..,n

j-1
1, = (3 —;Lkljkdk)/dj

Speicherung: Effektive Speicherung von A und L im oberen und unteren Dreieck des
Arbeitsfeldes unter Verwendung eines zusatzlichen Feldes der Lange n fir die
Hauptdiagonale von L bzw. D.

Analyse der Operationszahl fir A=L L';

Wourzel: n Berechnungen,;
weitere Operationen:

n

S G-0=Y (-Den-i+D=n Y (-D- Y (i-*=

=1 i=]
3

0 n(n-1) I
2 6

op

Divisionen und Lésung der Dreieckssysteme: O(n?). Damit benétigt die Cholesky-
Zerlegung nur etwa die Hélfte der Operationen des gewohnlichen Gaul3algorithmus

Numerische Stabilitat: Aus a;=I; “+lp “+...+I; “(i=1,...,n)

folgt |1y |< \/a_n k=1,...,i.. Die Elemente von L kénnen somit nicht beliebig grof3
werden, d.h. die Rundungsfehler bleiben beschrankt.

3.7. FEHLERABSCHATZUNG BEIM GAUSS-ALGORITHMUS

3.7.1. Storungen der rechten Seite des Systems

Gegeben ist das System Ax=b mit regularer Matrix A und der Lésung x .

Sei b+ 4b die rechte Seite eines gestorten Systems und x + 4Ax dessen Losung, d.h.
A(X +aX)=b+4b.

Wegen Ax =b folgt AAx=4b und
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Mx=Atb dhax|<|A7|a0] (3.13)

AulRerdem gilt

X >M.
A

bl =

Damit gilt fir die relative Anderung der Lésung x°

IAXII [4b] _

Ab
Al le'”b” = cona(a) 21

[o]

Def. 3.10: Die Zahl cond(A):HA‘lHo||N| heilt Konditionszahl der Koeffizienten-

matrix A zur verwendeten Matrixnorm || e | .

multiplizierte relative Anderung der Losung bewirken. Die Zahl cond(A) ist von der
verwendeten Norm abhangig und gibt den Verstarkungsfaktor der relativen Fehler an.
Es gilt

cond(A) >1,
denn

1=|E|=[Ae A <|A]¢|A ™= cond(4).

Die relative Storung der rechten Seite des Systems kann damit eine um|/A] o [A”|

Matrizen mit gro3er Konditionszahl nennt man schlecht konditioniert. (Praktisch gibt
lg cond(A) den zu erwartenden Verlust an giltigen Dezimalziffern an beziglich des
verwendeten Datenformats).

Bemerkung: Gleichung (3.13) kann auch anders interpretiert werden: Ist X eine
Naherungslosung von Ax=b und r(X)=b- AX=Ax - AX= A 4x das Residuum, soistX

exakte Losung von Ax=b-r(X) und ||Ax||£HA‘1H r ()|

3.7.2. Storung der Koeffizientenmatrix des Systems

Satz 3.11: Sei FeR™ eine (n, n)-Matrix und |F|<1. Dann gilt

() E+F ist regular, (b) H(E F)y H 1 ||F||

Wir betrachten nun das System Ax=b (A regular), und es sei A gestért zu A+ 4A, dies
bewirkt eine Anderung der Lésung zu x + 4x, d.h.
(A+AA)(X +A)=Db, Ax =h. (3.19)
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Es sei nun

AA=AeF mit |F|<1,
d.h. A+4A=A(E+F) . und nach Satz 3.11 ist die Matrix A+ AA regular.

Aus (3.14) folgt Ax=(A+A4A)"b-x =(A+4A)"b — A'b
=(A+4A) [ A-(A+4AN)] A™D

Mit Atb=1yx" erhalt man

@ <|(a+ any* o) =AE +F) Y (AR)=

1- ||F||

=[|-E+F ) A AF|<|E+F Y| oH <
Wegen F=A'4A gilt
<l A o = eona 28

Al
[aA]

Insgesamt gilt: Falls cond(A) e ~—— ” ” <1 qilt (d.h. 4A ist gentigend klein), so gilt

x| condey _|aAl
1 eonay o PAL A
Al

Damit ist die Verstarkung des relativen Fehlers Wieder naherungsweise durch den

3.7.3. Normeigenschaften orthogonaler Matrizen

Faktor cond(A) gegeben, wenn die Grol3e cond(A) klein ist.

Die Matrix Q e R™ heif3t orthogonal, wenn Q"' =Q" gilt.
Fur orthogonale Matrizen gilt beztglich der Spektralnorm

1Ql, = V2w (Q" Q)= Vimx (B)=1,d . |Q], =[Q7], =[Q7, =1

Satz 3.12: Fur alle orthogonalen (unitaren) Matrizen gilt cond,(Q)=1.

Folgerung: Wird bei der Auflésung eines linearen Gleichungssystems Ax=b zur
Transformation von A auf obere Dreiecksform eine orthogonale Matrix Q verwendet,

d.h. es wird Ax=b uberfilhrtin Q" Ax=Q"b mit R=Q" A obere Dreiecksmatrix, so tritt
keine Konditionsverschlechterung gemessen in der 2-Norm auf, denn es gilt

cond»(Q" A)=cond»(R)<cond»(Q" ) ® cond»(A)= cond . (A).
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3.8. ORTHOGONALE MATRIZEN ZUR L OSUNG LIN. GLEICHUNGSSYSTEME, QR-FAKTORISIERUNG

In einem Hauptschritt des Gauf3-Algorithmus
ATD 5 A=, ATV

kann sich sich die Konditionszahl stark vergréf3ern
cond ( A?)>>cond (AS™D)

aufgrund sehr groRer Elemente in der Matrix G;. Werden statt der Matrizen G; ortho-
gonale Matrizen Q, gewahlt, so kann sich’ die Kondition in der 2-Norm nicht
verschlechtern. Wiruntersuchen zunachst, wie geeignete Orthogonalmatrizen Q; zu
konstruieren sind.

3.8.1. Die HOUSEHOLDER-Spiegelungsmatrix

Im ersten Ellmlnatlonsschrltt wird eine Matrix Q=Q, gesucht, die den ersten
Spaltenvektor al der Koeffizientenmatrix A so verandert, dass der transformierte Vektor
nur in der 1.Koordinate ein Nicht-Null-Element besitzt, d.h. F=pe.

Yo,
Aufgabe: geg.: xeR",x=0  ges.. Q¢ R™" mit Q x=pe¢'=
0
Eine Losung des Problems liefert die Householder-Matrix Q=H
H=E-2vy' mit |v|,=1 (3.15)

(Beachte: vy' ist als dyadisches Produkt zweier Vektoren eine (n,n)-Matrix.)

Satz 3.13: Die Householder-Matrix H besitzt die Eigenschaften
(a) H ist symmetrisch,

(b) H ist orthogonal,

(c) Hist involutorisch, d.h. H2=E

Beweis:

(@ H'=(E-2vy' ) =ET-2(vv' ) =E-2vy'=H.

(b) HeH ' =HeH=(E-2vy' )(E-2vy')=E-2vy -2vy +4vy vy’
=E-4vy +4vy'=E dhH'=H".

(c) folgt aus (b) wegen H=H"'.

Geometrische Veranschaulichung
Das Bild Hx des Vektors x ist der an der Ebene E
mit Normalenvektor v gespiegelte Vektor x:

Beweis: Zerlege x=x, +x, mit x,=aV.
Dann gilt Vi X=ay' V+y x,=ael+0=a
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bzw. Hx=(E-2vy')x=Xx-2vy' x=
=aV+x -2ov=-ovEx =—x X -

2. Formulierung der Aufgabe
geg.: xeR", x=0

ges.. ueR", u=0 so, dass fir H:E-luuT, K=%UTU:%”U”§
K

o)

gilt:  Hx= 0_=pel.

0

Bem.: H=E-2vy" mit v= ist dann die Householdermatrix. Der Vektor u muf3

U
ul,

jetzt nicht mehr normiert sein, dies erleichtert seine Berechnung.

1 fur x,>0

Losung: u:=x-pet, =-sgn x|, wobei sign = )
Losung: u=x-pet, p=-san()| n00={ 1 e

Dann gilt: H x=pe¢'.

Beweis: u" x=(x"-pe'")x=x" x-p X1:||X||§ +| x| X,

1 1 1
K=EuTU=E(XT-pe”)(X-Pel)ZE(”X”z -2p[x,[+p")
= x5 + P, -

Damit gilt

T T
H x:(E-u—u)x:x-uu—xzx-u:x-(x-pel)zpel
K K

Bem.: Der Faktor sgn(x,) verhindert Ausléschung in der 1. Koordinate von u.

3.8.2. Die OR-Faktorisierung

Die Matrix A soll in eine obere Dreiecksmatrix R Gberfiihrt werden
A= A“’:H; A(Z):H;...: AM=R.

Situation vor dem j-ten Hauptschritt:

* * “.* . *
0 *.. .* j-1
AD—[0 0. a .. ai

J] n
n—j+1

0 0. a\ al

nj nn
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Definiere die Transformationsmatrix H ;:

H= Bie O g = Enpa-— i’
Yo Fyl o in-itl b

Der Vektor g!e R"™* wird so bestimmt, dass gilt H =

Die Matrix H ; lasstin A? alle Elemente unverandert auRRer derer von A? (letzte n-j+1
Zeilen und Spalten), H; ist orthogonale Matrix.

Bestimmung von Hj; :

1) Quadrat des Betrages der ersten Spalte x von A? bestimmen:
n -
$;1= Y aj ("2:||>‘<||j , ist Anichtsingular, so gilt 5;>0.
i=]

Wére s;=0, sowirde gelten | AV |=a,, ¢

Js;, fallsa; 9<0

- \/;J sonst

—— 0
3) ki1=si"p;a

..ajue V1 AP|=0,dann wére auch | A|=0.

2) p;i=

.

aj P
0

4) gl= aj+

0
an,j

5) Bestimmung der transformierten Matrix (ohne H; explizit zu berechnen)

H,A%=A%-gley’ und ij:inT AY (1. Spalte ist Null bis auf 1.Element p;.)
Kj

Speichertechnik: Die Rechnung kann in-situ, d.h. auf den Platz der Matrix A ausgefihrt
werden, zusétzlich ist ein n-dimensionales real-Feld erforderlich, wenn alle Infor-
mationen Uber die Transformationsmatrizen H; aufgehoben werden sollen.

_ | * * * *

I B P (RN ) .

| | * *_ * (rll =P I =p; Fon = ar(]r:]—l))
u1 | u2 | unfl | *

| | T
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Algorithmus: tol ist eine vorgegebene Abbruchgenauigkeit

j=1.2,.,n—1 (Hauptschritte)

n
s=>ai, wenns<tol stop
i

o = Vs, falls a; <0
’ —+/s, sonst
K=S-p;a
a; =a; —p; (LKoordinate vonu’)
k=j+1..,n

Y = (z )/«
=
I=],.,N

‘ Ay = A — Yy

LAsung eines linearen Gleichungssystems Ax=b

- Transformation der Matrix Ain Q"A=R

- Transformation der rechten Seite b: c=H,;Hn,...H:1b
- Losung des Dreieckssystems Rx=c

Man kann zeigen, dass man die Transformation von b erhalt, indem der Algorithmus auf
die erweiterte Koeffizientenmatrix (A:b) angewendet wird. Definiert man b als (n+1)-te

Spalte von A, so wird b mit umgeformt, wenn die 2.Schleife des Algorithmus Uber
k=j+1,...,n+1 lauft.

Aufwand: §n3 Operationen, d.h. etwa doppelt so viel wie der gewohnlicher Gaul3-

Algorithmus.

3.9. LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG, UBERBESTIMMTE LIN. GLEICHUNGSSYSTEME

Problemstellung:

Zu m Messdatensatzen (t;,y;) j=1,...,m konstruiere man eine Modellfunktion y=f(t),
welche das Verhalten der Messdaten moglichst gut wiedergibt. Fur f(t) wird ein Ansatz
mit noch unbekannten Parametern x,,...,x, gemacht:

y=f0=x0,0+x 9, +...+x 9,(0.

Die Funktionen g;(t) i=12,..,n sind ein System geeignet gewahlter Modellfunk-

tionen. Die Anzahl der Messdaten m ist dabei im Allgemeinen deutlich groR3er als die
Zahl der noch unbekannten Parameter n.
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Die Methode der kleinsten Quadrate

Umformulierung der Aufgabe: Die Modellfunktion y=y(t)
YO=x9,0+x, 9,0 +...+x,9,0,

ausgewertet an den MeRstellen t;(j=1,2,...,m), definiert flr die unbekannten
Koeffizienten der Modellfunktionen x;(i=1,2,...,n) (h<m) ein Uberbestimmtes lineares
Gleichungssystem (Fehlergleichungssystem)

Y(t1)=x19,(t)+...... +xn 0,(t1)=Y,;

= ot =
Y(t2)=x:0,(t2) . Xn 0,(t2)=Y, kompakt: Ax=b

Y(tm)= X1 0, (tm)+-..... + X0 0, (tn)= Y

gl(tl) gn(tl) Y1 X
1
m|t A= gl(tZ) gn(tZ) , b= y:2 ’ X = :
. . . Xn
gl(tm) e gn(tm) ym

Das System ist wegen n<m i.a. unldsbar. Statt der exakten Losung fordern wir jetzt nur
naherungsweise Ubereinstimmung von Modell y(t;) und Messwert y;.d.h. dassdas
Residuum des Systems |Ax-b|, klein sein soll.

Neue Aufgabenstellung:

geg.: AeR™ (m=n),begRr™

ges.: XeR" so, dass | ,<[|Ax-b], VxeR" (3.16)
sowie Berechnung von f=AX-b... Residuum.

Losung: Wir definieren die zu minimierende Zielfunktion

F(x) :=||Ax-b]; —2[(a,1x1+ +apx) b 1° > min -

(X13eeXn)

F=( Ax-b) (Ax-b)=x AT AX-2x ATb+b"b - min -

xeR"

Die notwendige Bedingung fur ein Extremum von F(X) ist
oF
aXl

AF

oF
0 X
Diese Bedingung ist auch hinreichend, da F(x) quadratisch in x ist und die Matrix
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v 2F = A" A der zweiten partiellen Ableitungen positiv definit (bzw. positiv semidefinit)
ist. Berechnung der Ableitungen:

Z_F:ei TATAX+X AT Agi-2e ' ATD
Xi

=2¢ "(ATAX-ATD)=0 i=12....n.

Damit ist die notwendige Bedingung erfillt, wenn gilt AT Ax=A"b bzw.
AT (Ax-b)=ATr=0.

Satz 3.14: Jede LOsung x =X der Aufgabe (3.16) ist Losung des Normalglei-
chungssystems

AT Ax=A"b

und umgekehrt (X wird als Quadratmittelldsung des Uberbestimmten Systems
Ax=b bezeichnet). Das Residuum f= A X-b ist orthogonal zu allen Spalten von
A. Das Normalgleichungssystem ist stets I6sbar, die Losung X ist eindeutig, falls

A

rg(A)=n gilt. Das Residuum f ist stets eindeutig.

Beweis: FiUr jeden Vektor beR™ existiert eine eindeutige Zerlegung der Form
b=u,+uy, u,eU=span{a’,...,a"}, uy eU * orthogonales Komplement von U. Offenbar
16st uu|=min F(x) das Problem. Es ist also u,eU eindeutig bestimmt. Gibt es

mehrere Losungen x',x* mit Ax'=u,, Ax*=u,, so gilt F=Ax*-b=Ax*-b, d.h. f ist
eindeutig. Im Fall rg(A)=n besitzt Ax=y, eine n-rg(A)=0 dimensionale L6sungsmenge,
d.h. X ist eindeutig.

Losungsmethode mittels Normalgleichungen

Vor.: rg(A)=n

Dann ist die Matrix A" A regular, symmetrisch, positiv definit. Die Losung des
Normalgleichungssystems A" Ax= A" b kann dann mit dem Cholesky-Verfahren
bestimmt werden.

Aufwand:
1) A" A berechnen —1p?emOp
2) Cholesky-Faktorisierung —in’0Op ~in*(m+1in)
3) Vorwarts-/Ruckwartssubstitution —n’*Op

Nachteil: Gefahr hoher Kondition der Matrix AT A, da die Konditionszahl von A
guadriert wird. Dies belegt folgendes Beispiel:
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111 14 ¢2 1 1
e 0O
A= = A'A= 1 1+¢? 1
0 ¢ O
1 1 2
00 ¢ 1*+e

Theoretischist fir ¢ #0 rg(A)=3, d.h. A" A ist regular. Praktisch ist aber z.B. fire=10"
und einer Maschinengenauigkeit eps=0.5e10%: fl(1+¢*)=1 und die numerisch
berechnete Matrix A" A ist singular.

Selbst wenn A" A noch regular ist kann fir die Konditionszahl gelten

cond( AT A)=[( AT A e |(AT AY| o,

d.h. hohe Fehlerverstarkung.

Bem.: Falls A" A schlecht konditioniert ist, erhebt sich die Frage, ob die Aufgabe noch
sinnvoll ist (z.B. ist eventuell die Modellwahl nicht angemessen). Wenn ja, sollte die
LAsung nicht Gber die Normalgleichungen erfolgen.

Losung mittels OR-Faktorisierung

Das System Ax=b kann mittels einer orthogonalen Transformation auf obere Drei-
ecksform gebracht werden:
R

Ax=b - Q" Ax=|...|x=Q " b=c.
0

Dabei ist Q eine orthogonale (m,m)-Matrix, R eine obere Dreiecksmatrix vom Typ (n,n).
Partitioniert man den m-dimensionalen Vektor ¢ in der Form

C(l)
c= , cWeR",cPeRr™
C(2)

Rx-cW
so geht das Residuum r(x)=Ax-b tiber in Q' r=s(X)= .
@
C
Damit gilt:

[rodf2 =[Q sz =s" Q" Qs=[s(x)|> =R x- ¥ +[c?] 2

und ||r(x)||§ nimmt ein Minimum an, wenn der erste Summand Null ergibt.
Damit ist X Losung des Dreickssystems
C1

R C2
Rx=cV=

Cn
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und ||r(X)

EZHC(Z)Hz:Cnﬂ 2+"‘+Cm 2:_Zm: Ci 2

i=n+l

Vorteil:

1) Die Kondition von A wird nicht verschlechtert, d.h. wenn rg(A)=n, so gibt es eine
eindeutige Losung % von R x=¢c%.

2) Man hat ein numerisch guinstiges Verfahren sowohl im Regelfall m=n (dann fehlt ¢@,
und X ist Losung von Ax=b) und im Ausgleichsfall m>n.

Aufwand: 1. QR-Zerlegung von A —>men*Op
2. Ruckwartsrechnung Rx=c¢” —1n?Op

d.h. fir m>>n tritt ein nahezu doppelter Aufwand gegeniber der Normalgleichungs-
methode auf.
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4. Numerische L6sung nichtlinearer Gleichungen und Systeme

Das grundlegende Prinzip zur numerischen Losung eines nichtlinearen Problems
besteht in der Anwendung der Iteration. Dabei wird eine Losung des Problems durch
eine Folge von iterierten N&herungslosungen erzeugt. In jedem lIterationsschritt ist ein
Ersatzproblem zu 16sen, welches i.a. durch Linearisierung des nichtlinearen Ausgangs-
problems entsteht.

4.1. PROBLEMSTELLUNG, ITERATIONSVERFAHREN

Ziel: Entwicklung von Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle x einer gegebenen
Funktion f(x):
Gesucht: x" mit f(x')=0  (NST-Problem) (4.1)

Problemtypen:
1) f:R" - R' Losung einer reellen Gleichung fiir eine reelle Unbekannte x € R' .

2) f:R" — R" Losung eines Systems von n Gleichungen fir n reelle Unbekannte
X= (X, X,)" €R".

Methode: Im Gegensatz zu linearen Gleichungen bzw. Gleichungssystemen, bei denen
die Losung direkt mit endlich vielen arithmetischen Operationen berechnet werden

kann, ist man hier auf iterative Methoden angewiesen:
Ausgehend von einem Startwert x, werden Naherungen X, X,,....erzeugt, von denen
man hofft, dass sie gegen eine Losung x von (1) konvergieren.

Neben der Frage der Konvergenz ist besonders die Konvergenzgeschwindigkeit von
Interesse, wie folgendes Beispiel zeigt.

Bsp. 1: Berechnung der Standardfunktion

x=\/5:sqrt(a), a>0
in einer héheren Programmiersprache. Diese Funktion wird u.U. sehr haufig aufgerufen
und das Programm, welches sich dahinter verbirgt, sollte den Wert in Sekunden-
bruchteilen zur Verfliigung stellen, wobei nur arithmetische Grundoperationen zu
verwenden sind. Der Wert x ist auch Lésung der quadratischen Gleichung

f(x)=x*-a=0.

Zur Lésung dieser nichtlinearen Gleichung verwenden wir die Iteration

1 a
Xeq = D(X,) = E[Xk +X_J

k
mit dem Startwert

! fira>1
11 fir0<a<1’

Konkret fir a=17 erhalt man die Iterationsfolge
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17.000 000 000 000
9.000 000 000 000
= 5.444 444 444 444
= 4.283446712018
= 4.126106 627 581
= 4.123106 716 962
X¢ = 4.123105625617

X X X X x X
i

(S

Die Iteration wird schnell stationar. Praktisch tritt von x, an eine Verdopplung der gulti-
gen Dezimalziffern in jeder Iteration ein (Kennzeichen quadratischer Konvergenz).

4.2. FIXPUNKT-ITERATION UND KONTRAHIERENDE ABBILDUNG

Wir betrachten zundchst den Fall n=1, d.h. der Lésung einer Gleichung fur eine

Unbekannte. Die Mehrzahl der Iterationsverfahren ist vom Typ der Einschrittverfahren
X1 = D(X)

Bei Konvergenz erhalt man einen Punkt

X" mit X =d(x"). (FP-Problem) (4.2)

Einen solchen Punkt nennen wir Fixpunkt von @.

Idee der FP-Iteration: Die Nullstellenform f(x)=0 &quivalent umformen in eine Fixpunkt-
form x =&(x ).
Fur einen Startwert x, wird die Iterationsfolge erzeugt, bei Konvergenz liefert das

Grenzelement eine Lésung des Ausgangsproblems. Nicht jede naiv erzeugte Fixpunkt-
Iteration muss konvergieren wie das folgende Beispiel zeigt:

Bsp. 2: Gleichung: f(x) = x+In(x) = 0. Aus einer Grafik lesen wir ab: x ~0.50
Die Iteration x, , = @(x,) =—In(x,) ergibt die Iterationsfolge

Xo = 0.5

X, = 0.6931

X, = 0.3665

X = 1.0037

X, = —0.0037

Xs = —In(x,) nicht reell

Die FP-Iteration x,,, = @(x,) divergiert also, da die Iterierten das Intervall verlassen, in
welchem @(x )definiert ist.

Im Zusammenhang mit der FP-Iteration entstehen 3 Fragen:

A. Konstruktion geeigneter Iterationsfunktionen @(x );

B. Konvergenzbedingungen,;

C. Konvergenzgeschwindigkeit.
Bevor wir uns der ersten Frage zuwenden, die auf konkrete Algorithmen fihrt, wollen
wir zunachst die Konvergenzfragen klaren.
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Dazu fiihren wir als erstes eine heuristische Betrachtung durch: Ein FP x" = @(x")
entspricht offenbar einem Schnittpunkt der beiden Kurven y=x und y =@&(x) fir x aus
einem Intervall I. Wir nehmen an, dass y = @(x) stetig differenzierbar ist und betrach-
ten die folgenden Falle:

Grafische Interpretation der FP-lteration X, ,, = @(X,):

Alternierende Konvergenz Monotone Konvergenz

Divergenz des Verfahrens:

Analytische Untersuchung:
Konvergenz der FP-Iteration liegt offenbar vor, wenn der Abstand
|Xk+1 - Xk| = |¢(Xk) - @(Xk—l)|
zweier aufeinanderfolgender Iterierter gegentiber |xk — xk71| in der vorhergehenden
Iteration abnimmt und fir k — o« gegen Null strebt.

Def. 4.1: Sei |=[ab]cR ein Intervall und @:1 >R eine Abbildung.

@(x) heil’t kontrahierend auf I, wenn es eine Konstante L gibt mit 0< L<1 und

[D(%,) —D(X,)| S Lx, = X,| VX, %, €1 (4.3)
Bemerkung.:

1. Anschaulich bedeutet (4.3), dass der Abstand der Bildpunkte ®(x,), ®(x,) von zwei
beliebigen Punkten x,, x, stets kleiner als der Abstand |x, —x,| der Urbildpunkte ist.

2. Eine Abbildung @(x), welche (4.3) erfillt, heil3t Lipschitzstetig mit der Lipschitz-
Konstanten L. @(x) ist kontrahierend, wenn zusatzlich 0<L<1 gilt.

Lipschitz-Stetigkeit impliziert die Beschranktheit des Differenzenquotienten von @(x).
Ist @(x) stetig differenzierbar auf dem Intervall I, so kann die Lipschitz-Konstante L wie
folgt erklart werden:

D(X;) —D(x
Satz 4.2: Ist @ e C*(1), so gilt max| (%)~ P(x,)

= max|®'(&)| = L < oo.
X Xpel |)(1 — X2| el
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Beweis: Einfache Anwendung des Mittelwertsatzes ergibt, dass fur jedes Paar
X, X, € 1 einWert & aus dem Intervall zwischen x, und x, existiert mit der Eigenschaft

q)(xl) —CD(XZ) = q),(g)(xl - Xz)-

Offenbar ist in Beispiel 2 die Abbildung @(x) =—In(x) in keinem Intervall I, welches den
Punkt x, = 0.5enthalt, kontrahierend, denn es gilt @'(x,) =-2.

Die Kontraktivitat von @(x) erweist sich als entscheidende Konvergenzbedingung. Es
gilt der Konvergenzsatz der FP-Iteration

Satz 4.3: Sei | =[a,b]c R, und es gelten die Bedingungen

(@) @(x) bildet I auf sich ab, d.h. fur xe | gilt @(x) el ;

(b) @(x) ist kontrahierend auf I mit der Konstanten L<1.

Dann gilt:

(i) Es existiert genau ein FP von @(x) im Intervall I: X" = ®(x).

(ii) Fur jeden Startwert x, € | konvergiert die FP-Iteration gegen x”, und es gilt

|Xk+l Xk| < L|Xk - Xk—1| (4-4)
. L*
‘X B Xk‘ = 1—

- X, = X, (4.5)

Die Bedeutung der Lipschitz-Konstanten L fir die Konvergenz wird aus den Formeln
(4.4),(4.5) deutlich: Wegen (4.4) wird der Abstand aufeinanderfolgender _lterierter im
Vergleich zum Abstand in der vorherigen Iteration_.um den Faktor L reduziert.

Relation (4.5) wird auch als a-priori Fehlerschatzung des Verfahrens bezeichnet. Bei
bekannter Konstanten L gestattet sie nach Berechnung von x, eine Vorhersage des
Fehlers. Dieser Fehler nimmt wegen des Faktors L* wie eine geometrlsche Folge mit
g=L ab. Die Fehlerreduktion pro Schritt ist umso grol3er, je ndher L bei O liegt, und sie
ist klein, wenn L nahe 1 ist.

Bem.: Satz 4.3 ist ein Spezialfall eines allgemeineren Prinzips, des BANACHschen
Fixpunkt-Prinzips, welches in metrischen Raumen gilt. Wir werden dieses Prinzip auch
bei der Ubertragung auf Gleichungssysteme verwenden.

Charakterisierung der Konvergenzgeschwindigkeit

Def. 4.4: Es sei x  ein Fixpunkt von @(x), und es gelte fur die lterierten
X, = D(x,) fur alle Startvektoren x, eU(x") die Beziehung

s =]
m e

k—)oo‘

—=C=const. (0<C <) (4.6)
1 x|
dann hat das Iterationsverfahren x, ., = @(x,) die (lokale) Konvergenzordung p.

Speziell: p=1 Lineare Konvergenzordnung (zusatzlich ist C<1 in (4.6) zu fordern);
p=2 quadratische Konvergenz;
p=3 kubische Konvergenz.

Xy — X

Zwischenstufe: Der Fall p=1 und die Quotienten C, = M streben gegen
[ -]

Null wird als superlineare Konvergenz bezeichnet.
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Andere Formulierung von Def. 4.4:
Das lIterationsverfahren mit der Verfahrensfunktion @(x) ist mindestens von der
Konvergenzordung p(=1), wenn es ein ¢ >0 gibt mit

[x—x <& = o) - x| <clx-x|"  (mitC<a, falls p=1).

Ist also | ka = nﬂ a, dann wird ruxkﬂ—x*‘L mindestens auf Ca® reduziert. Im Fall p=1
ergibt sich somit eine Reduktion um den Faktor C=L. Der Fehler Lx —XM a, der
Anfangsnaherung wird dann in jeder Iteration um den Faktor C reduziert, wenn 0<C<1
gilt, d.h. die Folge |x, — X } strebt gegen Null wie eine geometrische Folge mit q=C.

Im Fall p=1 heil3t g=C die lineare Konvergenzrate.

Bestimmung der Konvergenzordung p

Satz 4.5: Sei @:1 — 1 kontrahierend auf dem Intervall I=[a,b] und es sei @(x) i
(p+1)-mal stetig differenzierbar. Giltin x = x”

D(X)=@"(x)=..=@"(x)=0 und @™ (x")=0,

so konvergiert die FP-Iteration gegen x = x~ mindestens von der Ordnung p.

Beweis: Durch Taylorentwicklung p-ter Ordnung in x = x~ folgt

X, = D(X)=D(X)+ @'(x) (X, — X))+ ?'(x) (x, —Xx')? +...+%( =X )P T+
+—@(p)(x*) (X, —x)° +O(Hxk -x p+1)
p!
Damit gilt

* * =P
‘xkﬂ—cb(x )‘ :‘xk+1 -X|< +s‘xk - X ‘ =C‘xk

@(p)(x*)
pl

Beachte: Je hoher die Konvergenzordung p ist, umso weniger Iterationen werden i.a.
bendtigt, um eine vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.

Abbruchbedingungen fiir die Iteration:

Eine Nullstelle einer nichtlinearen Funktion f(x) kann i.a. nicht im endlichen Raster der
Maschinenzahlen dargestellt werden, so dass x = X" durch einen gerundeten Wert x
reprasentiert wird. Dann ist aber f(x)=0 i.a. nicht durch eine Maschinenzahl zu erfillen.
Um einen Abbruch der Iterationen zu erhalten, ist eine Genauigkeit ¢ vorzugeben und
die Abbruchbedingung

1f(x)|<e 4.7

zu prifen. Verlauft f(x) in der Umgebung einer Nullstelle sehr flach, so kann (4.7) erfullt
sein, ohne dass die lterierten stationar geworden sind. Es empfiehlt sich also, neben
(4.7) eine zusatzliche Abbruchbedingung

X =%l <& (4.8)
zu testen, welche Uberprift, ob die Folge {xk} stationar wird. Fir grol3e Werte von X

kann dies in (4.7) und (4.8) zu unterschiedlichen GroéfRenordnungen kommen (vor
allem, wenn x betragsmaf3ig grof} ist), so dass statt (4.8) der Test

[ o] < & @ max . x, (4.9)
zu empfehlen ist.
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4.3. SPEZIELLE ITERATIONSVERFAHREN

Es sollen nun konkrete Verfahren betrachtet werden. Zu l6sen ist die Gleichung f(x)=0
in NST-Form bzw. in FP-Form x =&(x ), f,@:R—>R..

A. Klassische lterationsverfahren

4.3.1. Methode der Parallelsehnen

Man wabhlt eine Zahl m=0 und setzt

@D(X) = x—mf (x). (4.10)
Offenbar gilt fir x=x" mit f(x") =0 die FP-Gleichung x" = @(x"). Die Iteration lautet
also

X = CD(Xk) =X — mf (Xk)'

Konvergenzbedingung: Fur die Ableitung der Iterationsfunktion (4.10) erhalt man

@D'(x) =1—mf'(x).
Gilt in einem Intervall I=[a,b] mit x" € | die Ungleichung
O<mf’'(x)<2 vxel

so folgt |@'(x)| <1 Vx e, d.h. die Iteration ist lokal konvergent.

Praktisch: Wéahlt man 1 ~ f'(x"), so gilt ‘@'(X*)‘ ~ 0, d.h. es wirde nahezu lokal qua-
m

dratische Konvergenz erreicht werden. Tatsachlich ist die Konvergenz linear, da die
Bedingung nur naherungsweise erreicht wird. Haufig wird m= f'(x,)™" als Para-

meterwert gewahlt. Das Verfahren wird dann auch als vereinfachtes Newton-Verfahren
bezeichnet.

Geometrische Bedeutung:

Der Iterationspunkt x, ., entsteht als Schnitt der
Sehne durch den Punkt (x,, f(x,)) mitder
x-Achse:

Sehne: m(y -y, ) =x—X, bzw. yzi(x—xk)erk
m

X,,; SO bestimmen, dass gilt y, , =0

4.3.2. Das Newtonsche lterationsverfahren

Auf systematische Weise erhalt man eine Iterationsfunktion @(x) durch Taylorentwick-
lung von f(x) in den jeweiligen lterationspunkten X,, X;, X, ,...

f(x) = f(xk)+(x—xk)f'(xk)+(X_Z+)2f"(xk)+R2 (4.11)

Vernachlassigt man Terme hoherer Ordnung (d.h. man verwendet eine Linearisierung
von f(x)), so erhdlt man eine lineare Gleichung, deren LOosung eine verbesserte
Naherung fur eine Nullstelle x=x" mit f(x ) =0 liefert.
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Damit erhalt man aus (4.11) die lineare Gleichung zur Bestimmung von x, ,

0=f(x)+(x=x)f"(x)
bzw.

Xk+1 = Xk - :,((Xk)) k = O! 1! 21 (412)
Xk

Die Iterationsvorschrift wird auch als Newton-Raphson-Verfahren 1.Grades bezeichnet
oder kurz als Newton-Verfahren.

Geometrischist x,,, der Schnittpunkt der
Tangente an f(x) im Punkt (x,, f (X, )) mit der
x-Achse, denn y = f(x,)+(x—x,)f'(x,) ist
die Glelchung der Tangente in x,, und fur y=0
erhalt man den Schnittpunkt mit der x-Achse.

Die Newton-lteration kann als Iterationsverfahren mit der Verfahrensfunktion

D(X) =x— Y (( )) (Vor.: f'(x) #0) (4.13)
angesehen werden. Wegen
o) —1- LT =110 _ F0F() (4.12)

[f' (0 [/ (0

gilt @'(x’)=0, wenn x~ eine Nullstelle von f(x) ist, d.h. (4.12) besitzt mindestens
guadratische Konvergenzordnung p=2, falls f'(x );tO ist (vgl. Satz 4.5). Die Bedin-
gung bedeutet, dass x einfache Nullstelle von f(x) ist. Fir mehrfache Nullstellen gilt
eine andere Konvergenzordnung Wegen @'(x')=0 ist klar, dass aus Stetigkeits-
griinden immer eine Umgebung U (x") existiert, dass

C= ma(tx)|@ (x)<1 (4.15)

xeU (x

gilt. Offensichtlich ist C umso kleiner, je kleiner U(x") gewahlt ist und je groier lf "(x )$
ist bzw. je kleiner if”(xrﬂ ist. Die Startndherung x, sollte somit nahe einer Losun
liegen, um eine rasche Konvergenz zu sichern. Genauer gilt der Satz:

Satz 4.6: Es sei I=[a,b] ein Intervall, welches die Startndherung X, und eine
Losung x~ enthalte. Ferner gelte
[£/(x))>m und |f"(x") <M vxe[ab]

L= ZM(b —a)<1 (stets erfullbar, wenn m >0 und b-a hinreichend klein)
m

Dann konvergiert die Folge {x } gegen X  und es gilt

<e = i;l“ L2 (4.16)

*

‘xk—x

Bem.: In Bedingung (4.16) ist die quadratische Konvergenz enthalten:

‘xk—x*‘Sek—iA—mLz _AM 2y _2Mg 2 (4.17)

M
wobei e, , die Fehlerschranke der (k-1)ten Naherung bezeichnet:

* 2k1
‘xkfl—x ‘Sekfl —L .
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Konvergenz des Newton-Verfahrens bei mehrfachen Nullstellen: X
Ist x* eine m-fache Nullstelle, und f(x) ist m-mal stetig differenzierbar in x , so folgt aus
der Taylorentwicklung

f(x)=f(x")+(x- x)f(x)+(X o x)" f'(X7)+...+

(X x )" f (M- (X X )" (m)
(1) (x") + o f ™ (x” + 9h)

wegen f(x") =0 die Darstellung

X)ml

f(x)=(x—x*)[f'(x*)+(x‘2#f"(x*)+...+( £ (1 ).

Fir m>1 muss folglich der Klammerausdruck fir x=x" verschwinden, d.h. es muss
f'(x") =0 sein. Fortfilhrung dieser Uberlegung filhrt auf f”(x") =0 bis f ™Y (x")=0.
Damit gilt:

Charakterisierung einer m-fachen Nullstelle: (4.18)
Fir eine m-fache Nullstelle x = x™ gilt

f(x)=0, f'(x)=0,..., f™(x") =0und die Funktion f(x) besitzt die Darstellung
f(X)=(x=x)"g(x) mitg(x)=0 und g(x) ist mindestens einmal stetig
differenzierbar, wenn f(x) m-mal stetig differenzierbar ist.

Aus (4.18) folgt fur die Ableitung
') =m(x=x")""g(x) +(x=x)"g'(x) (4.19)
Das Newton-Verfahren wird damit mit folgender Iterationsfunktion durchgefihrt:
o) = x— 1O T N
f'(x) m(x—x)""g(x) + (x=x)"g'(x)
~ (x=x)g(x)
mg(x) + (X —=x")g'(x)

Fur die Ableitung gilt
@'(x) =1 [mg(x) + (x=x")g'(x)]-[9(x) + (x=x")g"(x)] — (x = x")g(x)[mg(x) + (x = x")g'(x)]'

[mg(x) + (x—x")g'(x)]*
undin x=x"
o/(x7)=1-MINO) _y 1, (4.20)
[mg(x )] m
Damit ist das Newton-Verfahren fir mehrfache Nullstellen nur noch linear konvergent
mit einer linearen Konvergenzrate C>%5.

Modifikationen des N-Verfahrens bei mehrfachen Nullstellen

a) Modifikation bei bekannter Vielfachheit m einer Nullstelle:

Besitzt f(x) bei x =x" eine m-fache Nullstelle, so kénnte eine naheliegende Modifikation
sein
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% fF(x)
Xep =P (X )=% —m——— k=0,1,2,.. 4.21
k+1 ( k) k f’(xk) ( )
Wegen (4.20) gilt nAmlich
A _1
ox dx f/(x)  m

und damit

5’(x*):1—m1:0,
m

so dass (4.21) nach (Satz 4.5.) quadratisch konvergent ist. Da die Ordnung einer Null-
stelle i.a. selten vorher bestimmbar ist, ist (4.21) nur von eingeschrankter Bedeutung.

b) Modifikation bei unbekannter Vielfachheit m:
Aus (4.18) folgt, dass die Funktion
Fog =100 L =x)a00
f'(x)  mg(x) +(x=x")g'(x)

wegen g(x)=0 bei x=x" nur eine einfache Nullstelle hat, d.h. das Verfahren
F(%)

F(%,)
ist quadratisch konvergent, und m braucht vorher nicht bekannt zu sein. Man beachte
aber, dass F'(x) zu berechnen ist, d.h. es sind zweite Ableitungen von f(x) nétig.

k=01 2,..

X1 = X

Globalisierung des Newton-Verfahrens durch Schrittweitedampfung

Das Newton-Verfahren verlangt zur Konvergenz relativ gute Startpunkte, wenn x, zu
weit von einer Loésung x = x entfernt liegt, kann es leicht versagen.

Bei der Durchfihrung ist damit in jedem Schritt zu Uberprtfen, ob |f(x)| verringert

wurde. Andernfalls kann man eine Schrittweite A =X, so bestimmt, dass im folgenden
Iterationspunkt

f(x)

(%)

gilt | f (x..)|<|f(x)|. Fir A =%, kann z.B. das Maximum der Schrittweiten {1, % %}

X1 = X _7\‘k

verwendet werden, fur welche | f (x,,,)| <|f (x,)| erreicht wird.

Bem.: Die so beschriebene Schrittweitestrategie sichert nicht in allen Fallen
Konvergenz. In der Fachliteratur werden konvergenzsichernde Strategien beschrieben.
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4.3.3 Sekantenverfahren

Statt der Ableitung f’'(x,) im Newton-Verfahren kann man den Anstieg der Sekante
durch die letzten zwei Iterationspunkte (X, ,, f(x.,)), (X, f(x,))einsetzen und damit
ohne Ableitungsberechnungen arbeiten. Das entsprechende Verfahren

) - F (%)

T it s, (4.22)
Sk X = Xy

wird als Sekantenverfahren bezeichnet, es benétigt zwei Startwerte Xx,,X,, verlangt

jedoch nur eine Funktionswertberechnung pro Iterationsschritt. Fir die lokale
Konvergenzordnung des Verfahrens kann gezeigt werden, dass gilt p>=p+1. Dies ist fur
p=1.618 erflllt. Damit sind 2 Schritte des Verfahrens (Aufwand: 2 Funktionswert-
berechnungen) vergleichbar mit einem Schritt eines Verfahrens der Ordnung
p?=p+1=2.618, d.h. die lokale Konvergenz ist besser als beim Newton-Verfahren
(Aufwand: Funktionswert und Ableitungsberechnung), wenn der Aufwand fir die Ablei-
tungsberechnung im Newton-Verfahren nicht deutlich geringer ist als der fur den
Funktionswert.

X = X —

B. EinschlieRungsverfahren

In modernen Softwaresystemen werden zur Losung nichtlinearer Gleichungen i. a. Ein-
schliel3ungsverfahren verwendet. Einschliel3ungsverfahren sind sicher konvergierende
Iterationsverfahren, bei denen in jedem Iterationsschritt ein Intervall bestimmt wird,
welches eine Losung der Gleichung f(x)=0 enthalt. Die Verfahren sind nur anwendbar
bei Vorzeichenwechsel des Funktionswertes in Umgebungen der Nullstelle, d.h. in der
Regel fur einfache Nullstellen. Die Verfahren bendtigen ein Startintervall mit Punkten
a,b in denen Vorzeichenwechsel des Funktionswertes vorliegt, d.h. f(a)e f (b) <O0.

4.3.4. Intervallhalbierung (Bisektionsverfahren)

Voraussetzungen: 1.) I, = [ao,bo]so bestimmt, dass gilt f(a,)e f(b,) <O.
2.) f(x) stetig auf .

Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein x el,mit f(x')=0. Es wird eine

Folge von Intervallen 1, =[a, b, ] konstruiert, in denen x” liegen muss.

Algorithmus:
I, =(b—a) (L&ange des Startintervalls)

k=0,1.2,... (lterationsschritte)

1
My = E(ak + bk)

fur f(m,,,)f(b,)<0

Ay, =My 50, =by
sonst

A = Dy =My,
l.=1/2 falls 1,,, <eps stop
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Konvergenzordnung:
Nach n Schritten ist die Nullstelle x” in ein Intervall eingeschlossen mit der Intervall-
lange

bo — &
2n
d.h. jede Naherung x, <[a,,b, ] erfiillt die Bedingung

n?!'>~n

In =bn_a‘n =

by —ay|
<70 701
<=

Damit liegt lineare Konvergenz mit der linearen Konvergenzrate C=% vor.

X, —X (4.23)

Satz 4.8: Das Bisektionsverfahren verbessert die Genauigkeit einer Naherung
X, [a,,b,] pro Iterationsschritt um eine Binarziffer, d.h. man benotigt 3-4

n!'*~n

Iterationen fur 1 gultige Dezimalziffer.
Vorteil: Robust, einfach, nur Vorzeichen von f missen exakt bestimmt werden; extrem
hohe Genauigkeit mdglich.
Nachteil: Nur lineare Konvergenzordnung.

4.3.5. Requla falsi

Die Regula falsi erhéalt man aus dem Sekantenverfahren. Dabei wird im k-ten Schritt der
grofite Index | <k bestimmt, fur den gilt f(x,)e f(x,)<0. (d.h. Vorzeichenwechsel im

Intervall zwischen X, , x, und es liegt ein EinschlieBungsintervall vor). Die Nullstelle der
Sekante zwischen x,, x, liefert den neuen Iterationspunkt

Xy = X — (%) mit s, _Tx)= 1) (4.24)
Sk Xk - XI
Bewahrt f'(x) in einem Einschliel3ungsintervall das Vorzeichen ( f(x) ist in dem Intervall
konvex bzw. konkav ), so bleibt einer der Intervallendpunkte fir alle weiteren Iterationen
fixiert, der andere konvergiert gegen die Losung, wobei die Konvergenz linear ist. Damit
ziehen sich die Einschiel3ungsintervalle nicht auf einen Punkt zusammen und die
Intervalllangen streben nicht wie gewlnscht gegen Null.

4.3.6. lllinois-Verfahren, Pegasus-Verfahren u.a.

Das lllinois-Verfahren und damit verwandten Iterationsverfahren verbessern die Regula
falsi dahingehend, dass sich die EinschlieBungsintervalle auf einen Ldsungspunkt
zusammenziehen. Die Konvergenz ist Uberlinear und mit dem der Sekantenmethode
vergleichbar. Aufgrund der sicheren Konvergenz und vergleichbar hohen Konvergenz-
ordnung sind diese Verfahren z.B. auch dem Newton-Verfahren vorzuziehen.

Algorithmus:
Die k-te lIteration startet von den Randpunkten x;, x, eines Einschlies-

sungsintervalls. Im Fall |x2 —x1| <eps bricht das Verfahren ab, jeder Punkt aus

dem Intervall zwischen x,, x, kann als Naherungslosung verwendet werden. Im

andern Fall wird ein Sekantenschritt durchgeftihrt
f . f,—f
z=x,——+ mit s=—2—21
S X, — X,
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Ist |f,|=|f(z)|<eps, so bricht das Verfahren mit z als Naherungslosung ab,
andernfalls wird ein neues Einschlie3ungsintervall berechnet:
(@ Fur f, e f, <0 liegt x” zwischen x, und z, man setzt

X =X, fi="1%,x=zf,=1,.
(b) Sonst liegt x” zwischen x, und z, es wird dann der Funktionswert an der
Stelle x, um einen Faktor m (0O<m<1) verkirzt, um ein Stehenbleiben eines
Randpunktes zu verhindern, d.h. man setzt x, .=z, f, = f,, x, bleibt, f, :=mf,.

Die einzelnen Verfahrenstypen unterscheiden sich in der Wahl des Verkirzungsfaktors
fZ
f,+f

m. Das lllinois-Verfahren verwendet m=0.5, beim Pegasus-Verfahren wird m =

z

. . f . :
gesetzt und beim Verfahren von Anderson/Bjérk m =1—f—2, falls der Wert nichtnegativ
2

ist, sonst wird m = 0.5 gesetzt.

4.3.7. Genauigkeitsfragen bei der Nullstellenbestimmung von Polynomen

a) einfache Nullstellen: Es sei x =& eine Nullstelle von p(x), und &(e) bezeichne die
entsprechende Nullstelle eines gestérten Polynoms

P, (X) = p(x) +&9(x) (4.25)
wobei g(x) wieder ein Polynom ist. Man kann dann zeigen, dass () fir kleines ¢ eine
analytische Funktion ist mit £(0) =& . Offenbar gilt

p. (&(e)) = p(&(e)) +£9(&(e)) = 0.

Durch Differentiation nach ¢ folgt
% p. (&(e)) = p'(E(e))E (e) + 9(E(e)) +£9(E(€))E (€) =0

und fur € =0 erhalt man

§'(0)) = —% mit p’(§(0)) = 0 fur einfache Nullstellen.
Damit gilt in 1.Naherung
E(e) =E+¢£'(0) (4.26)

d.h. die Stérung der Nullstelle ist proportional zu ¢, der Stérung des Polynoms.

b) mehrfache Nullstellen: Fir eine m-fache Nullstelle x =& von p(x) kann man zeigen,
dass das gestorte Polynom eine Nullstelle

1
&(e) =&+Nh(em)
besitzt, wobei h(t) fur kleines t eine analytische Funktion ist mit h(0)=0.
Durch m-fache Differentiation von p_ (&(e)) = p(&(e)) +€g(&(e)) = 0 erhédlt man

L mg@
E(e)=E+e {— p(m)é)} (4.27)

d.h. die Stérung der Nullstelle ist proportional zu ¢™ und damit wesentlich gréRer als ¢ .
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4.4. FIXPUNKT-ITERATION FUR NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Problemstellung: Gegeben ist ein nichtlineares Gleichungssystem der Form

£ (X, %X, X,) = 0
f,(X, %0 X,) = 0
2( 1 :2 ) . (4.28)
f (X, X0 X,) = 0
bzw. kompakt
f(x)=0, f=(f,f,...f) :R">R", xeR"
Gesucht ist ein Punkt x” e R" mit f(x")=0.
Fixpunkt-lteration: Das System sei auf Fixpunkt-Form gebracht
Xy = Dy (Xy, Xp 1m0 %)
Xy, = @y (Xyy Xy ey X,

X, =D, (X, Xy yeees X))
Genau wie im Fall n=1 kénnen wir die FP-Iteration definieren

X =@(x*) k=0,12,. (4.30)
x° e R" sei ein bekannter Startvektor. Mit |x| bezeichnen wir eine Vektornorm des R".

Konvergenz:

Satz 4.9: (Banachscher FP-Satz)

Es sei DcR" eine abgeschlossene Menge, und@:D — R"erfille folgende
Bedingungen:

(i) ®(x) bildet D auf sich ab;

(i) es existiert eine Konstante C<1 mit

l@(x)—@(y)| <C|x—y| Vvx,yeD (Kontraktivitdt der Abb. @ ).

Dann besitzt (4.28) genau eine Losung X~ € D, und (4.30) konvergiert fiir jedes
x® e D gegen x .

Wenn die Abbildung @ differenzierbar ist, dann kann Bedingung (ii) wieder Uber die
Bedingung an die Ableitung erfullt werden (n :1:>|cZ>’(x)| <1.) Hier tritt an Stelle der
Ableitung die Matrix der partiellen Ableitungen

D. . .
0P _ 90, Jacobi-Matrix vom Typ (n,n)
OX OX i iz

Satz 4.10: Sei D abgeschlossen, konvex und @: D — R" partiell differenzierbar
nach allen x;. Gilt

op

OX

fir eine beliebige Matrixnorm, so ist Bedingung (ii) in Satz 4.9 fur die
entsprechende Vektornorm erfullt.

<C<1 ¥xeD (4.31)

Beweis: Mittels Taylorsatz.



60

Folgerung: Besitzt @(x) einen Fixpunkt x” € D und ist @(x) in D stetig partiell differen-
oD(X)
OX

zierbar mit der Matrix

p(m—(x*)] <1, (4.32)
OX

so gibt es eine Umgebung (Kugel) von X" e D so, dass (4.30) fur jedes x° aus dieser
Umgebung konvergiert. Wichtig ist somit neben der Konstruktlon einer geeigneten
Verfahrensfunktion @(x) die Kenntnis eines Startpunktes x° aus der Umgebung einer
Losung.

und gilt fur den Spektralradius dieser Matrix

atz 4.9 sichert wieder lineare Konvergenz mit Konvergenzfaktor C, d.h. der Abstand

x — x| wird in jeder lteration um den Faktor C reduziert. Haufig ist C nahe 1, d.h. sehr

ngsa e Konvergenz. Der folgende Satz gibt Auskunft, wann quadratische Kon-
vergenz zu erwarten ist.

Satz 4.11: Sei D abgeschlossen, konvex; X" eD ein FP von &(x) und D(X)
sei in einer Umgebung U(x") = D 2-mal stetig partiell differenzierbar und es sei

od(x")
OX
Dann konvergiert (4.30) mindestens quadratisch gegen x" € D.

=0 die Nullmatrix (4.33)

Beweis: Durch Taylorentwicklung folgt wegen (4.33) fur jede der Koordinatenfunktionen
von @(X)

D, (X)-D,(x") = %(x— X*)TVZQDi (Z—,i)(x— x*) vxeU(x) & =x"+9, (x—x*)
mit 0 < 9; <1 und fiir die Vektornorm || und zugehérige Matrixnorm gilt

| 2(0-,(<) <5

(4.34)

Wegen der 2-maligen stetigen Differenzierbarkeit von @(x) in U(x") c D gilt
ax [V’@, ()| =M, <e i=12..n

er (x")

Aus (4.34) folgt mit M = max M, somit

o0

“xk”—x*u = |cD(x) o (xX) [<= MHX -

o0 |elZ ..... n

d.h. quadratische Konvergenz.

4.5. SPEZIELLE VERFAHREN FUR NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

4.5.1. Die n-dimensionale Methode der Parallelsehnen

Einen wichtigen Indikator, wie spezielle Iterationsfunktionen @(x) aufgebaut sein
sollten, liefert Satz 4.5. Wir betrachten das System

f(x)=0, f=(f,f,,...f) :R">R", xeR".
Bezeichnet A(X) eine regulare (n,n)-Matrix, so sind die Nullstellen von f(x) identisch mit

den Fixpunkten von
D(x) =x—A(X)- f(x),



61

denn aus x = @(x) folgt — A(x) f(x) =0, d.h. f(x)=0.

Fixpunkt-Iteration:

X = @(x*) = x* — A(x*)- T (x9) (4.35)
Wabhlen wir speziell A(x)=A konstant, so erhalten wir die n-dimensionale Methode der
Parallelsehnen

Xt =@(x*)=x* - A- F(x") (4.36)
Setzen wir x** =x* + Ax* , so ist der Korrekturvektor s* = Ax* Lésung eines linearen
Gleichungssystems

AlAx =—f(x*) k=0,12,.. (4.37)

Zur Wahl der Matrix: Wir bemerken zunéchst, dass in (4.37) statt A die Matrix A™ fest
gewahlt werden kann. Ist f(x) in einer Umgebung der Losung x differenzierbar und ist

oD(X")
OX

die Funktionalmatrix invertierbar, so wird (4.36) umso besser konvergieren

(Satz 4.9), je kleiner der Spektralradius p(acg_(x)j in der Nahe von x" ist. Wegen
X
(4.36) qilt
0D(x) _ E_A of
OX OX
of (x”

)

d.h. man strebe an, A™ za— zu wahlen bzw. eine Naherung fur diese Matrix zu
X

of (x°%)

bestimmen. Eine naheliegende Wahl ist B=A" = und man lost die linearen

Gleichungssysteme
BAX =—f(x*) k=0,12,... (4.38)
Nach m Schritten kann man die Matrixberechnung erneuern.

Vorteil: Die Gleichungssysteme (4.38) besitzen fur k=0, 1, 2, ... die gleiche Matrix, d.h.
ist die Dreiecksfaktorisierung von B einmal bestimmt, so brauchen nur die Dreiecks-
systeme fur verschiedene rechte Seiten gel6st werden.

Nachteil: Nur lineare Konvergenzordnung des Verfahrens.
Das Verfahren kann als vereinfachtes Newton-Verfahren interpretiert werden.

4.5.2. Mehrdimensionales Newton-Verfahren

Analog wie im Fall einer skalaren Gleichung kann man die nichtlineare vektorielle

Gleichung f(x)=0, f :R" — R" im Iterationspunkt x = x* linearisieren
f(x)=f(xX)+Ix)X-x)+R,.

Der neue lterationspunkt ergibt sich dann aus der Lésung des linearen Ersatzproblems
0= f(x*)+I(x*)(x—x").

of (x)

Unter der Voraussetzung der Existenz der Inversen der Jacobi-Matrix J(x*) = 3
X

von f(x) erhalt man als Losung
X=X = D(x*) = x* — (I £ (x*) (4.39)
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Praktische Realisierung: Wir setzen x** =x* +s* und s=s* ist Losung des linearen
Gleichungssystems

J(x)sAax=—F(x*) k=0,12,... (4.40)

Konvergenz:
Wir zeigen die quadratische Konvergenz des Verfahrens. Wegen

D(x) =x-(3(x) " £ ()

folgt
J(X)@(X) = I (X)x— f(X)

und durch Differentiation erhalt man wegen J(x) = A
A g 0+30052 =309+ A )x 3 9.

Setzt man nun x=x" ein und beachtet die Fixpunktgleichung @(x”) = x”, so gilt

J(x*)ad;—(xx) -0,

und bei Invertierbarkeit von J(x*) folgt 8@6(x ) =0, ,. (Nullmatrix). Nach Satz 4.11 ist
X

damit das Verfahren (4.39) lokal quadratisch konvergent.

Nachteil: In jedem Schrltt muss J(x*)bestimmt werden und ein lineares Gleichungs-
system (4.40) fur s* gelost werden.

Bemerkung: Die Invertierbarkeit von J(x ), die auch fur die eindeutige Losbarkeit der
Gleichungssysteme (4.40) zu fordern ist, bedeutet, dass x =x" eine einfache Nullstelle
des Systems ist.

Modifikation des N-Verfahrens

Die Ausfuihrung des N-Verfahrens erfordert die Programmierung der n Funktionen
f.(x) i=12,..,n des Gleichungssystems sowie die der nxn=n’ partiellen Ablei-
tungen

of; (x)

ibj=12,.

i
Haufig sind die Ableitungen nicht analytisch erhaltlich ( f, (x) kompliziert, n zu grof3 bzw.
f.(x) nur implizit gegeben). Dann kann man eine diskretisierte Variante des Verfahrens
verwenden welches leferenzennaherungen der Ableitungen verwendet. Die j-te Spalte
der Jacobi-Matrix J(x*) wird dann naherungsweise durch den Vektor

E[f(x +hel)— F(x*) | j=12..n

dargestellt. Hierbei bezeichnet e’ den jten Einheitsvektor des R". Die Gleichungen
des Systems sind somit zusatzlich n-mal auszuwerten um eine Naherung der Jacobi-

matrix J(x*) zu erhalten.

Weitere praktische Probleme:

1.) Je groRer n ist, um so schwieriger ist es einen Startpunkt x° zu finden, fiir den man
Konvergenz erhalt. Die Umgebung U (x"), aus der fiir einen belleblgen Startpunkt
Konvergenz vorliegt, ist z.T. sehr klein. Die Wahl mehrerer Startpunkte ist oft nétig.

2.) Globalisierung des Verfahrens ist damit wichtig, z. B. Dampfung des N-Schrittes

durch eine Schrittweite A, <1, wenn der Newton-Schritt zu grol3 ist.
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Algorithmus:

Gegeben: x° e R" (Startvektor), eps (Genauigkeit)
k=0,1.2,... (lterationsschritte)

e £(x*),J(x*) berechnen
Test :Wenn Hf(xk)H2 < eps Abbruch mit x* als Naherungslésung

sonst :
e Gleichungssystem J(x*)s = —f (x*) lésen; Losung s = s*

o X“T=x"4+ 45" mit A, e {1, % %} groRter Wert, sodass | f (x*)

L <[fel,

Bem.: (1) Der Algorithmus kann in Punkten festlaufen, fiir die ||f (x)|, ein lokales Mini-
mum besitzt mit | f(x)|, >0,d.h. es liegt dann keine Lésung des Gleichungssystems

vor. Dies kann nur geschehen, wenn die Jacobimatrix J(x") singular wird.

(2) Die obige Schrittweitestrategie sichert nicht in jedem Fall Konvergenz, in der Litera-
tur werden ausgefeiltere Strategien beschrieben.

4.6. NICHTLINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG, GAUSS-NEWTON-ALGORITHMUS

Problemstellung: Betrachtet wird ein tberbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem
vom Typ

R, Xm0 X,) = 0

r(X,%X,..X,) = 0 (4.41)
: bzw. r(x)=0 r:R" - R" '

(X Xy X,) = 0

Das Problem ist im Fall m>n Gberbestimmt und wie auch im linearen Fall i.a. unlésbar.
Statt einer exakten Lésung des Systems wird eine Ersatzlosung (Quadratmittelldsung)
gesucht, welche die Residuumsnorm minimiert:

Quadratmittellosung: x < R" so gesucht, dass gilt

F00 =[]} = 1,097 > min

Wichtiger Anwendungsfall: Parameterschatzung in nichtlinearen Modellen.

Gegeben: Modell eines Prozesses y=M(t; x,, X,,...,X,,) mit unbekannten Para-
metern x; (=1, 2,..,n) sowie Messdatensatze (t;,y;) j=12...m(mz2=n).
Gesucht: x” e R" so, dass in den Messpunkten t; eine moglichst gute Uberein-
stimmung zwischen Messwert y; und Modellwert M (t;;x;,X,,...,X,) besteht.
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Man definiert dann Residuumsfunktionen durch die sogenannten Fehlergleichungen:

R X0 X)) = MSX X X0) = Y
N (X1s Xg0ees X ) M (t: X0 Xp 000 X)) = Y,

(4.42)

M (tm;leXZ!"'!Xn)_ ym

o (X4 Xg 00 X,

Gauss-Newton-Algorithmus:

Der Algorithmus ist eine spezielle Methode zur Minimierung des MkQ-Kriteriums F(x),
wobei nur erste Ableitungen benotigt werden. Die Methode ist iterativ und erzeugt

ausgehend von einem Startvektor x° eine Folge von Vektoren x* (k=0,1,2,...), die

unter moderaten Voraussetzungen gegen eine Losung x* konvergiert. Jede Iteration
besteht im wesentlichen aus drei Teilschritten:

(1) Durch Linearisierung der Residuumsfunktionen im Punkt x = x* erhéalt man
for j=1,2,....m
2
() =1, (X) + Vi ()T (x=x*) +O([x— x| )
bzw. in Vektorschreibweise
F () =r () +I(x) (x—x)+0o(x—x[").

Dabei bezeichnet J(x) die (m,n)-Matrix der 1.Ableitungen der Residuums-
funktionen (Jacobi-Matrix von r(x) )

or(xX ar; (x“)
s -1 .
i i=1,2,..0; j=L,2,..m

Vi (x)T

k\T
Vrm (X ) (m,n)—Matrix
(2) Die Minimierung von F(x) :||r(x)||zwird ersetzt durch die lineare Ausgleichs-
aufgabe

[r(e) + 3 (XY x=x)) =[r(x)+ (<) s | =|-b+ As| — min (4.43)

seR"

wobei s =x—x* gesetzt wird.

(3) Die Lésung von (4. 43) liefert i.a. eine Abstiegsrichtung s =s* bezuiglich der
die Funktion F(x) entlang des Strahls x = x* +As* (A >0) lokal abnimmt. Es ist
die Schrittweite A >0 geeignet zu bestimmen.

Satz 4.12: Ist s =s* = 0 Lésung von (4.43) und besitzt die Jacobimatrix J(x*)
den vollen Spaltenrang n, dann gibt es eine Zahl 1 >0 so, dass die Funktion
0, () = F (X +28") = [r(x* + 28|,
streng monoton abnehmend ist fur alle A:0<A <.
Beweis: Wir zeigen, dass ¢, (1) fur A >0 fallend ist. Es genugt zu zeigen, dass die

Ableitung von ¢, (A) fur A =0 negativ ist. Die Funktion o, (A) ist stetig differenzierbar
nach A, wenn alle Funktionen r;(x) stetig differenzierbar bezlglich x sind:
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o, (L) :(;j—Kr(xk +As*)Tr(x* +as*) =2[ J(x* +As*)s [ r(x* +2as*)
Damit gilt

@ (0)=2[ I(x*)s [ r(x*).

Der Vektor s ist Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.43), d.h. s erfillt auch das
Normalgleichungssystem

J(xX)TI(X)s==I(xX*)"r (x*).
somit gilt
¢0(0) = 28" I(x*) r(x*) = 25T I (x*)T I (x*)s =23 (x* )st <0, (4.44)

sofern J(x*) den vollen Rang n besitzt und s =s* =0 ist.

Das Resultat legt den folgenden Algorithmus nahe:

Gauss-Newton-Algorithmus:

Gegeben: x° e R" (Startvektor), tol (Genauigkeit)
k=0,1.2,... (lterationsschritte)

o r(x*),J(x*) berechnen
Test :Wenn HJ(Xk)T r(xk)H2 < tol Abbruch mit x* als Naherungslésung
sonst :
e (Abstiegsrichtung s*bestimmen)
Lineares Ausgleichsproblem Hr(x")+ J (xk)st — min I8sen; Losung s = s
2.B. Uber das Normalg leichungssystem :  J(x*)T J(x*)s = =J(x*)" r(x*)
falls |3 (x*)"r(x*)| ,<tol ~stop
e (Schrittweite A bestimmen):

k
, <[ree’],

Xt =xK 4 455 mit A, e {1, % %} grofter Wert, so dass Hr(xk*l)

Konvergenz: N
- Bei Nullresiduum r(x ) =0 lokal quadratische Konvergenz;

- Bei kleinem Residuum lokal lineare Konvergenz;
- Bei groRem Residuum kann haufig keine Konvergenz erreicht werden, es ist dann
eine Modifikation des Algorithmus erforderlich.

Bem.: (1) Im Fall m=n (Zahl der Modellparameter und der Datensatze sind gleich)
geht das Fehlergleichungssystem (4.42) in ein reguléres nichtlineares Gleichungssy-
stem Uber. Besitzt die Jacobimatrix J(X) wie vorausgesetzt den vollen Rang, so ist sie
regular und dies auch in Umgebungen der Lésung. Das Verfahren entspricht dann dem
Newton-Verfahren von Abschnitt 4.5.

(2) Bezuglich der Schrittweite gilt die gleiche Bemerkung wie zum Newton-Verfahren.
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4.7. lterative LOosung linearer Gleichungssysteme

Der numerische Aufwand zur direkten Losung linearer Gleichungssysteme liegt in der
GroRenordnung von n® Operationen. Bei der Losung sehr groRer Systeme mit tausen-
den Variablen ist haufig ein iterativer Losungsprozess auf der Basis geeigneter
Fixpunktiterationen vorzuziehen, da bei ihnen pro Iterationsschritt nur eine Multiplikation
vom Typ Matrix mal Vektor auftritt. Aul3erdem konnen Strukturen der Matrix besser
ausgenutzt werden und Rundungsfehler kdnnen sich nicht akkumulieren.

Fixpunkt-Form: Gegeben ist das System Ax = b, A eine (n,n)-Matrix, b e R".
Man verwendet die Zerlegung A = N - P, wobei die Matrix N regulér sein soll und
maoglichst einfache Struktur besitzen soll. Dann gilt:

X=®(x)=N"'Px+N"'b=Bx+c.

Fixpunkt-lteration: x° € R" gegeben;
Xt =@(x*)=Bx" +¢ (4.45)

Damit gilt
X =d(x*")=B*x* +(E+B+B*+..+B"")c (4.46)
Ist B= NP eine konvergente Matrix (vgl. Abschnitt 2.3.) so gilt weiterhin

lim B* =0, lim (E+B+B+..+B**)=(E-B)™.

k—00

Die rechte Seite von (4.46) ist fir k — oo somit unabhangig von k, d.h. sie stellt einen
festen Vektor dar, der Grenzelement der Iterationsfolge ist:

lim x* =(E-B)'c=x,

d.h. x* erfullt die Fixpunkt-Gleichung und ist wegen der vorausgesetzten Regularitat
von N auch Lésung von Ax = b.

Satz 4.13: Das Iterationsverfahren (4.45) zur Losung von Ax = b konvergiert fur

jeden Startvektor x° € R" genau dann gegen die Losung x°, wenn B=N"'P
eine konvergente Matrix ist, d.h. wenn ihr Spektralradius kleiner als 1 ist.

Konvergenzcharakteristik:

Fur x” gilt die Fixpunkt-Gleichung

X =®(x')=Bx" +c.
Subtrahiert man diese Beziehung von der lterationsgleichung x** = @(x*) = Bx* +c¢, so
folgt fur den Fehler e* = x* —x" die Beziehung

e* = Be*™" = B e’.
Damit gilt: Die Iteration (4.45) konvergiert linear mit einer linearen Konvergenzrate
C=p(B)<1.



67

Spezielle lterationsverfahren:
(a) Verfahren in Gesamtschritten (Jacobi-Verfahren)

Wenn A=L+D+R die Zerlegung von A in den Diagonalanteil D und den unteren bzw.
oberen Dreiecksanteil L bzw. R darstellt, wird

N =D =diag(a,;,a,,,.,a,,), P=N—-A=—(L+R)
gesetzt und man erhalt die Iteration

x* = (b Za x®) i=12..,n (4.47)

i
j¢l

Hinreichend fir Konvergenz des Verfahrens ist, dass eine Norm der Verfahrensmatrix
B, =—D™*(L+R) kleiner als 1 ist. Dies ist z. B. immer im Fall der diagonalen Dominanz
der Ausgangsmatrix A gegeben, d.h. A erflillt die Bedingung

la; | > ‘a”‘ i=12,. (4.48)

j¢|

(b) Verfahren in Einzelschritten (Gauss-Seidel-Verfahren)

Wenn A=L+D+R wieder die Zerlegung von A darstellt, wird N = D + L gesetzt und
P = -R. Damit folgt die Iteration

- L ap - Sap) i=1 2 (449)

j=i+l
Die Konvergenzmatrlx B =—(D+L)"'R besitzt ebenfalls bei diagonaler Dominanz

von A einen Spektralradius kleiner als Eins. Bei symmetrischen Matrizen liegt
Konvergenz vor, wenn A positiv definit ist.

(c) SOR-Verfahren ( Sequential Over-Relaxation)

Die Konvergenz des lterationsprozesses wird durch einen zusatzlichen Parameter o
(Relaxationsparameter) gesteuert. Es wird die Zerlegung von A verwendet:

A=L+D+R=N-P mit N=2D+L, P=1((1—m)D—mR).
()] Q)]

Damit erhalt man als koordinatenweise Realisierung der Iteration

X = (b Za.,xﬁ“” 3 a9+ (- o) =12, (4.50)
j=i+l

Im Fall =1 erhéalt man das Verfahren in Einzelschritten, ® <1 wird als Unterrela-
xation, o>1 als Uberrelaxation bezeichnet. Fiir den Spektralradius der Konvergenz-

matrix B=N"P gilt p(B) > |1—oo|. Das SOR-Verfahren kann somit nur fir Relaxations-

parameter aus dem Bereich 0 <®w< 2 konvergieren. Auch wenn die Verfahren aus (a)
und (b) nicht konvergieren, kann man in vielen Fallen bei geeigneter Wahl von
Konvergenz des SOR-Verfahrens erhalten. Fiir symmetrische, positiv definite Matrizen
A konvergiert das SOR-Verfahren fir 0 <w<2 immer. Das Verfahren kann durch
Vorkonditionierung der Matrix beschleunigt werden.
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5. Eigenwertprobleme symmetrischer Matrizen

5.1. PROBLEMSTELLUNG, ERGEBNISSE AUS DER LINEAREN ALGEBRA

Eigenwertprobleme symmetrischer Matrizen treten in vielfaltiger Weise in Anwendun-
gen auf. Wir betrachten ein Beispiel:

Beispiel 1: geg.: y'(X)+1y(x)=0, y(@)=yb)=0
Randwertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung mit einem
Parameter u (Sturm-Liouville-Problem)

ges.: Losungsfunktion y(x) in [a,b]

Zur numerischen Bestimmung der Losungsfunktion diskretisieren wir das Intervall [a,b]:
1)  x =a+ih, i=021..,n+1 mith =b;"1‘, dh. x,=a % =a+h..x., =b
n+

2.) y, bezeichne Naherungswerte der Losungsfunktion y(x) an den Stellen x,,
Yo =Y, =0 entsprechend der Randbedingungen.

3) Die 2.Ableitung in der Differenzialgleichung wird durch einen Differenzen-
guotienten ersetzt

y(Xia)=y'(6) 1 ( y(Xia) = y(x) _ y(x) - y(xi_l)j
h h h h !

nel T

y”(xi) ~

14 1
y'(x) = F(ym -2y, + yi—l)‘

Die Diskretisierung der Differenzialgleichung in den Punkten x,,X,,...x, gibt somit die
Naherungsgleichungen

hiz(ym -2y, +yi—l)+/uyi =0 i=12..n
Mit y, =V,., =0 erhalt man das lineare Gleichungssystem
2 -1 0 .. 0\y A
-1 2 -1 .. 0|y, Y,
Ay=[ 0 -1 2 .. Ofy,|=ph?y,
0 0 .. -1 2)y, Y.
bzw.
(A-uh’E)y =0,

d.h. es entsteht ein Eigenwertproblem fiir die Matrix A mit Eigenwerten A = uh? .

Ergebnisse der linearen Algebra:

Vor.: A eine reelle symmetrische (n,n)-Matrix
1. Die Eigenwerte A, und Eigenvektoren x' von A sind Lésungen von (A—ﬂE)x =0.
2. Die Eigenwerte A. sind Nullstellen der charakteristischen Gleichung
p, (1) = det(A— AE)=0.
3. Die Eigenwerte 4,,4,,.., 4, von A sind reell, und es gibt ein System u*,u?,...,u" von
zugehdrigen Eigenvektoren, die paarweise orthogonal sind und normiert.
4. Zwei Mlatrizen A,B heil3en ahnlich, wenn es eine regulare Matrix T gibt mit
T AT =B.
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Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom und die gleichen
Eigenwerte. Ist x EV von A, soist y=T *x EV von B zum gleichen Eigenwert.

5.1st u*,u’,...,u” ein System orthonormierter Eigenvektoren entsprechend 3., so gilt fur
T=U=(u"u?,..,u"):T* =TT, d.h. T bzw. U sind orthogonal und
UTAU = A =diag(A,, Ay, Ay).

Die Eigenschaft 5. wird als diagonale Ahnlichkeit der Matrizen A und A bezeichnet.
Matrizen, die n linear unabhéngige EV besitzen, sind diagonaléhnlich. Auf3er den
symmetrischen Matrizen sind auch viele unsymmetrische Matrizen diagonaldhnlich.
Matrizen, die keine n linear unabhéangigen EV besitzen werden als defektiv bezeichnet.
Sie sind ausnahmslos unsymmetrisch und besitzen mehrfache Eigenwerte. Fiur die
numerische Berechnung der EW und EV wird wesentlich die Eigenschaft 4. der
Ahnlichkeit ausgenutzt.

5.2. BESTIMMUNG EINZELNER EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Die Verfahren zur Losung des Eigenwertproblems sind iterative Verfahren, da sowohl
EW als auch EV nicht in endlich vielen Schritten berechnet werden kénnen.
Man unterscheidet im Wesentlichen 2 Gruppen von Verfahren:

(a) Verfahren zur Bestimmung einzelner EW und EV;

(b) Verfahren zur Bestimmung aller EW und EV.
Wir betrachten zunéchst 2 einfache Verfahren der Gruppe (a). Sie besitzen Anwendung
vor allem bei grof3en Matrizen, fur die i.a. nur wenige EW zu bestimmen sind.

5.2.1. Vektoriteration (Von-Mises-lteration, Potenzmethode)

Anwendung: Berechnung des betragsgréf3ten EW und des entsprechenden EV; auch
fur nichtsymmetrische Matrizen.

Voraussetzung: A ist diagonaldhnlich, d.h. A ,%,,...,A, sind EW und u*,u?,...,u" ein
zugehdriges System normierter EV (linear unabhangig, bei symmetrischen Matrizen
paarweise orthogonal). Weiterhin gelte [L,| > [A,|>[A;|>...>[&,|.

lterationsvorschrift: x° € R" als Startvektor gewahlt

= A" k=0,12,. (5.1)
Analyse des Verfahrens: Wir zerlegen x° e R" als Linearkombination der Eigen-

n

vektoren u*,u?,...u":

X’ =cut +c,u’ +...+cu"
Wegen Au' =X.u' gilt dann
x' = Ax® =c,Au' +c,Au’ +...+c,Au" =c AU’ +C,AU” +...+C A U"
x2 = AX* = c A Aut + G A, Au? + .+ C A Au" =c A Cut +c,h, Ul + e AU
X =AM =c M ut v, ut 4L+ A u”

k k
X =2%[ cm%c{%} u2+...+cn£%J u" | (5.2)

1 1
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Wegen der Voraussetzung der Dominanz von A, streben fur k =0,1,2,... die Potenzen

k
[—j —0 fir k —>o . Damit gilt x*-1;* —c,u’,d.h. der Iterationsvektor x* nahert
1

sich der Richtung des EV u'. Die Betrage von x“ werden fur [i,/<1 gegen Null
streben, fiir [1,| >1 unbeschrankt wachsen, daraus erwachsen numerische Probleme.

Abhilfe: Normierung von x*, dies liefert gleichzeitig Naherungen fiir den Eigenwert A,
dennaus Ax =2,x folgt fir |x|, =vx"x =1

XTAX =M, X X =24,
Modifizierte Vektoriteration:

(S0) Wahle x° eR", x| =1 k=0
(S1) w*:= Ax*

k
(S2) «a, = X<k e = W p = xTw (=x*TAXN); k:=k+1 goto (S1)
oy

Konverqenzuntersuchunq

Mlt o, = Z(U",x5) bezelchnen wir den Winkel zwischen den EV u' und der Naherung
Der "Abstand” von u' und x* wird mlt tan(p,) gemessen (d.h. sind u' und

x senkrecht dann ist der Abstand oo, sind u' und x* parallel, dann ist der Abstand 0).

Satz 5.1: Vor.: A, dominierender EW von Aund u' EV.
Startvektor x° e R" erfiille die Bedingung c=u'"x’ > 0.

20«1

1

Fir die Folge {xk} gilt mit q =

1- 62

0 <tan(p,) < qtan(e, ,) < q" tan(p,) = "

und fiir die Folge {p, }

1
[P = 1] <2 A, tan* (o, ) < 2| A,
Bew.: Kielbasinski/Schwetlick, S.376 ff.

2

(o) (qz)k

Bemerkungen:

1.) Der Tangens des Winkels zwischen u' und x* verringert sich in jeder lteration um
den Faktor g, d.h. es liegt beziglich der Richtung des EV lineare Konvergenz mit der
Konvergenzrate q vor. Der Abstand p, von A, verringert sich um den Faktor g?, d.h.
beziglich des EW lineare Konvergenz mit der linearen Konvergenzrate g2 . Die EW-
Naherungen konvergieren somit schneller als die EV-Naherungen.

2.) Satz 5. 1 gilt auch fir c=u'"x’ <0, es wird nur =0 bendtigt, d.h. x° nicht ortho-
gonal zu u*. Dies wird praktisch durch Rundungsfehler immer erreicht.
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3.) Wenn mit A, =4, ein doppelter Eigenwert als dominanter EW auftritt und [i,|> (2|

=<1

1
gegen irgendeinen normierten EV u' € L(A,) konvergiert, wobei L(A,) der zu i, =2,

gehorende zweidim. Eigenraum ist. Wird die Iteration mit einem anderen x° gestartet,
so konvergiert sie i.a. immer gegen einen normierten EV y e L(A,), der unabhangig

von u' ist. Ein Orthogonalisierungsschritt (vgl. Lin. Algebra, Schmidtsches Orthogonali-
sierungsverfahren)

Ty,

liefert dann zwei orthogonale Vektoren u*,u?®, die L(),) aufspannen.

gilt, so erzeugt der Algorithmus eine Folge {xk}, die mit Konvergenzfaktor q =

4.) Sind bereits A, ,u" bestimmt, so kann fir [, >|1,| der nchste EW und EV durch
Deflation bestimmt werden. Wegen der Glltigkeit der EW-Zerlegung von A (vgl. Lin.
Algebra)

A=xutut’ +2,utu’ +L AU
folgt, dass die reduzierte Matrix

A=A-xuu'm =a,utu® + 4+ u"u

den dominierenden EW A, beS|tzt Die Prozedur ist also auf A anwendbar. Numerisch
ist dies nur sinnvoll, wenn xl,u mit hoher Genauigkeit berechnet wurden.

Abbruchbedingung: Die Frage, wann die Iteration abgebrochen werden sollte, kann mit
Satz 5.6 (Formel (5.16)) entschieden werden. Der relative Fehler ¢ >0 sei vorgegeben.
Man fihre die modifizierte Iteration so lange aus, bis gilt

HAXk —kakHZ = SHAXkHZ (53)

Dann gilt wegen cond, (T) = cond, (u*,u?,...,u") =1 fir den relativen Fehler von A,
P My
}\‘l 1
Hier missen wir voraussetzen, dass € >0 so klein gewahlt ist, dass p, naher an i,

liegtalsan A

<eg.

5.2.2. Inverse lteration nach Wieland

Der Nachteil der Vektoriteration besteht vor allem darin, dass nur der betragsgrof3te EW
und der zugehorige EV bestimmt werden. Ihr Anwendungsbereich ist damit stark
eingeschrankt. Oft will man einen anderen EW (z.B. den betragskleinsten bestimmen).

Anwendung der inversen lteration: Verbesserung einer bekannten Naherung p eines
beliebigen EW A von A

Methode: Verschiebung des Spektrums der Matrix A. Es seien A ,A,,...,A, die EW von

A und u',u?,...,u" ein System linear unabhangiger normierter Eigenvektoren. Dann
besitzt die Matrix
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A=A-uE (54)

Damit kann jeder EW % ; von A zum betragskleinsten von A = A—uE gemacht werden,

wenn p=~A; gewahlt wird. Dann gilt aber: p; =Ait= ist der betragsgrofte

A—l

J
Eigenwert von A™ =(A—pE)™ und der zu A ; gehdrende normierte Eigenvektor ul ist
der zu p; gehorende Eigenvektor dieser Matrix. Wir behandeln nun das Problem der

Bestimmung von p; mit Hilfe der Vektoriteration. Die Folge {xk} sei erzeugt geman

x:= A" =(A-pE)*x* k=0,12,..

bzw. aus
(A—pE)x = x* (5.5)
d.h. in jedem Schritt ist zur Bestimmung von x* ein lineares Gleichungssystem zu
l6sen.
Konvergenzanalyse: Wegen (5.5) ist in (5.2) stets A, durch p, == . ! zu
i —H
J
ersetzen. Wenn p eine Naherung fur 2 ; ist, so gilt
k
: A — ,
x":%[ c,ul+> ¢ g ]
(7\'j — ) i i —p
und die Konvergenz wird linear sein mit der linearen Konvergenzrate
A —
= max|— M<1, (5.6)
i#] 7\‘i _M
Wobei g umso kleiner ist, je naher p an 2 ; liegt.
Bestimmung einer Naherung p: Wegen Au =Au muss fur EW A und EV u gelten:
u"Au=Au'u= 7b|u|2
bzw.
;
- u TAu
u'u
Damit gilt: Ist x eine N&herung fur den EV u, so wahlt man als Eigenwertnaherung p
T
= X TAX (Rayleigh-Quotient) (5.7)

X X
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Inverse lteration mit Rayleigh-Quotient:

(S0) Wahle x” eR", x| =1, k=0
(SD) pyi=x"TAX" (=p)

(S2) Lose das Gleichungssystem (A—p E)w:=x"; a, :=|w],; X" :=—;

k:=k+1 goto (S1)

Konvergenz ist gesichert, wenn die Matrix A—p, E nicht fur ein p, singular wird (dann
ist p, exakter EW). Bei Konvergenz strebt p, gegen einen EW 2, von A, die Kon-
vergenzordnung ist kubisch und x* strebt gegen den entsprechenden normierten EV.
Rundungsfehler verhindern, dass die Matrix A-p,E singular wird und verbessern
eher die Konvergenz.

Abbruch: Es sei ¢>0 als Genauigkeit vorgegeben in der Gréf3enordnung von
sZeps-\/ﬁ”AIL ( |A, ---Zeilensummennorm). Wenn gilt *a, >1, dann Abbruch,
das Paar (pk,Xk) ist akzeptables Eigenpaar in dem Sinn, dass es exaktes Eigenpaar
einer benachbarten Matrix A+3A istmit [SA| <g|A| .

Bem.:
1. Schritt (S2) mittels Gaul3-Algorithmus und Pivotisierung durchfuhren, d.h. LR-Zerle-
gung der Matrix bestimmen P(A—puE)=LR und damit das Gleichungssystem losen.

Fur x° wird i.a. einer der Einheitsvektoren gewabhilt.
2. Zur Berechnung des betragskleinsten EW von A (falls #0) ist u=0zu setzen und die

Vektorfolge {xk} zu bilden mit Ax*** = x* , die Folge {p,} erzeugt dann eine Naherung
far den EW.

5.3. Das Jacobi-Verfahren

Anwendung: Berechnung aller EW und EV einer symmetrischen Matrix.

Methode: Die Matrix wird durch Ahnlichkeitstransformationen iterativ auf Diagonalform
transformiert, indem die Summe der Quadrate der Nichtdiagonalelemente fortlaufend
verkleinert wird.

Def. 5.2: Die Matrix

10 .. ..0
01
G, = c s p—te Zeile 2ig? 1
-s c q—te Zeile’
00 1
P q

die sich von der Einheitsmatrix E nur in 4 Elementen unterscheidet, heifl3t Rota-
tionsmatrix oder Givens-Drehungsmatrix. ImFallp=q gilt G, =E.
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Transformationsschritt: A = Asetzen. Die Matrix A, wird in A_, = A (berfiihrt durch

A.,=A=G AG,. Die Matrix G, =G,, ist eine Orthogonalmatrix vom Typ der

Givens-Drehung und die Transformation andert nur die Elemente in den Zeilen p,q bzw.
den Spalten p,q. Wegen der Symmetrie von A, ist A ., wieder symmetrisch, so dass

nur z.B. die Zeilenelemente der Zeilen p,q umzurechnen sind:

Es ergeben sich folgende Umrechnungsformeln:
= _ a2 _ 2
a,, =C"a,, —2c5a,,+S°a,,,

= _ a2 2
8yq =S app+205apq+c Qqqs

= _ 2 2
a,, =0s(a,, —a,)+(c” —s%)a,,

furi=12,..,n (i#p,q): q,=cq,-sa, g, =sa,+Cq,
Bewertung: Als Mal3 fir die Abweichung der Matrix A bzw. der transformierten Matrizen

von der Diagonalform wird die Summe der Quadrate der Nichtdiagonalelemente ver-
wendet:

W(A) = Zn:ai?

i,j=1
i<j

Zielstellung: In der Transformationsmatrix G, =G, die Werte c,s so wahlen, dass eine
Reduktion der Bewertung der Matrix erfolgt, d.h. es gilt

Wi,y = W(A) = W(A) <W(A) = W,.
Wegen w(A) =w(A )+(z§pq2 —af)q) wird die grol3te Reduktion der Bewertung erreicht,

wenn épqz =0 istund af)q der maximale Summand in w(A) ist.

Varianten des Verfahrens, Bestimmung der Pivotindizes p,d:

(a) Klassisches Jacobi-Verfahren: Es wird p,q so gewahlt, dass gilt

2 2 . .
a. = max a: ( Maximalpivot ).
PA i jefn2,..n}i<j U ( P )

Das Verfahren erfordert in jedem Schritt N = g(n —1) Vergleichsoperationen.

(b) Schwellenwert-Jacobi-Verfahren: p,q durchlaufen jeweils einen vollen Zyklus der
Indizesi=1,..,n; j=i+1,...,n.

. w : : L .
Sobald gilt aif > Wk (Schwellenwert ist Mittelwert der aif ) wird eine Rotation zum

Annullieren von a; ausgeflhrt, andernfalls ergibt das Annullieren von a; zu gerin-
gen Gewinn.

Konvergenz: Bei beiden Varianten gilt w,,, =w, —aZ, < (1—%)Wk.,

d.h. es liegt mindestens lineare Konvergenz der Folge {Wk} der Bewertungen gegen

Null vor mit der linearen Konvergenzrate C=1-1/N. Praktisch kann sogar quadratische
Konvergenz nachgewiesen werden.
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Rotationsschritt: Ein Hauptschritt des Verfahrens besteht aus einer Jacobi-Rotation,
welche das Annullieren des Pivotelementes a,, =0 und die Umrechnung der Matrix

zum Ziel hat.
1. Annullieren von a . = 0: Wir setzen t = c/s, dann folgt aus

a,, =cs(a,, —a,,)+(c’ —s*)a,, =0 die quadratische Gleichung

a . —a
t24+25t—-1=0 mit §=—2 PP
Zapq

Die GroRRen s,c konnen dann stabil berechnet werden mit Hilfe der Beziehungen
p=[8|+v1+8°

‘o p™t fir §>0
-p fir 6<0

-

S
s=ct, tT=—

C= =
l+c

Ji+t?

2. Transformation der Matrix entsprechend der Beziehung A, = A =G, A G, . Fiir die

Elemente der geanderten Zeilen und Spalten mit Index p,q gilt:
App =App — 18y,
a,=a,+ta,,,
_qq qq pq (58)
a,, =0,

firi=12,..,n (i#p,q): q, =a,-s(a, +13,), &

in g = Qg (8, +3;,)

2

Die Bewertung wird in der Form w, , =w, —a.,

umgerechnet.

Berechnung der Eigenvektoren: Zur Berechnung der normierten Eigenvektoren kann
das Verfahren erweitert werden. Wegen

A =V, AV, - A=diag(r,,\,,..,A,) fir k — oo
gilt bei Konvergenz die Beziehung V, -V bzw. VT AV = A, und da V eine Ortho-

gonalmatrix ist gilt AV = AV . Die Spalten von V sind somit normierte Eigenvektoren zu
den Eigenwerten A, als Hauptdiagonalelemente der Matrix A . Setzt man V, = E, so

gilt V.., =V,G,. Bei dieser Umrechnung von V, &andern sich nur die p-te und g-te
Spalte, so dass die Elemente von V, nach den Formeln (14) berechnet werden kdnnen.

firi=12,..,n: vy =v,, =s(v;y +v;,), Viy =Viq +1(v;, +V,

5.4. REDUKTION AUF TRIDIAGONALFORM

Anwendung: Berechnung aller Eigenwerte einer symmetrischen Matrix. Die Matrix wird
zunachst durch eine Ahnlichkeitstransformation A=T AT auf Tridiagonalgestalt trans-
formiert, in dieser Form sind die nachfolgenden Faktorisierungsalgorithmen effektiv.

Das HOUSEHOLDER-Verfahren auf Tridiagonalform (1958)
Die symmetrische Matrix A kann durch n-2 Householder-Transformationen

H,: A =H "AYH, k=12..,n-2;, A®=A
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auf Tridiagonalform gebracht werden. Da die Matrizen A® und A®™ &hnlich sind,
besitzen sie die gleichen EW. Die Transformationsmatrizen H, sind orthogonal, damit

tritt keine Konditionsverschlechterung ein und alle Matrizen A®  bleiben symmetrisch.

HOUSEHOLDER-Matrix (vgl. Abschnitt 3.8.1):

H=E-2uu',ue R”,||u||2 =1.

Eigenschaften: a) H ist symmetrisch: H™ =H
b) Hist orthogonal H™ =H™
c) Histinvolutorisch HH = H? = E (folgt aus a) und b)).

Transformation:

Start: A®Y = A
k-ter_Schritt: Es werden in der k-ten Spalte und Zeile von A® Nullen erzeugt. Die
Matrix A  sei also von der Form

mit a* e R"™* (5.9)

a“ BW

(a) Ist der Vektor a* =0, so sind die geforderten Nullen vorhanden, wir setzen H, =E,
sonst

E, 0
oy 2

Die (n-k, n-k)-Matrix H, wird so bestimmt, dass gilt

Py Ay i1k
_ 0 a
Hkak — pkel — c Rn—k’ ak — k+2,k

0 a,

Wir setzen wie in 3.8.1

— 1 . 2, 1
H, =E——u*u*", wobei s, =HakH2 ist und x, :Eu”uk =S, — Prisik

Ky
Js. fira.,, <0
~Js, fira,, >0
p, wird in dieser Form gewahlt, um Ausloschung zu vermeiden. (Vergleiche auch

Kapitel 3.8.1)

k k
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Praktische Durchfiihrung: Die Matrix H, wird nicht explizit berechnet.
** 0 0... 0
*okF 0... 0
0o * (TW) = 0

(k+1) _ Oy -
A¥Y =H A"H, = 00 * s et (5.10)
pe BY
mit
B® =HB®H, (5.11)
Man kann nun zeigen, dass die Matrix (5.11) wie folgt effektiv berechnet werden kann
B® :B(k)_(pkukT +ukka) (5.12)
mit dem Vektor u* wie oben festgelegt und
1 ukTWk
wh=—=—BMu*, p"=w"- u.
Ky 2K,
Es gilt dann:

Satz 5.3: Nach (n-2) Schritten ist
A=A"Y=H __.H,HAHH,.H_,
eine Tridiagonalmatrix und Q = H,H,...H,_, eine Orthogonalmatrix.

Aufwand: ~ §n3ops (Add.+Mult.), wenn (5.12) verwendet wird)

Bemerkungen:
1.) Der Algorithmus kann wegen der Symmetrie von A und der transformierten Matrizen

A® auf den Platz des oberen Dreiecks durchgefiihrt werden. Unter der Haupt-
diagonale werden die Vektoren u* abgespeichert, die alle Informationen tber die H,
enthalten. Diese Informationen sind nétig fur die Berechnung der Eigenvektoren:

Isty ein EVvon A, soist x=Qy EV von A.

2.) Die Anwendung der Householder-Transformation auf unsymmetrische Matrizen
transformiert diese auf obere HESSENBERG-Form.

* * * * * *
* * * * * *

O * * * * *

A=H_,.H,HAHH,.H , = 0 0 % x

Im k-ten Schritt werden in der k-ten Spalte die entsprechenden Nullen erzeugt, die aber
aufgrund der Nichtsymmetrie von A nicht auch in der Zeile auftreten mussen. Die
obigen Formeln sind dann zu modifizieren.
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5.5. FAKTORISIERUNGSMETHODEN

Moderne Methoden zur Berechnung aller EW (und EV) einer mittleren Matrix beruhen
auf Faktorisierungen der Matrix. Bei voll besetzten Matrizen ist der Aufwand, z.B. in
jeder lteration die Dreiecksfaktorisierung zu bestimmen, aufRerordentlich hoch. Darum
wird die Matrix zuerst durch Ahnlichkeitstransformationen in Tridiagonalform (symm.
Matrizen) bzw. obere Hessenberg-Form (unsymm. Matrizen) Uberfuhrt. Das Fakto-
risierungsverfahren wird dann auf die reduzierte Matrix angewendet.

5.5.1. Das LR-Verfahren (Rutishauser 1958)

Beschreibung des Verfahrens:

(SO) A=A k=1
(S1) Zerlege A, in ein Produkt von Dreiecksmatrizen (LR — Zerlegung)

10 .. 0 ok
« 1 .. 0 0 * *
AccbRo L=l gl ReFlg o L
* % x 1 00 .0 *

(S2) Bilde das Produkt A, ., =R,L;;
k:=k+1 goto (S1)

Der Schritt (S1) kann mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus ohne Pivotisierung durchgefiihrt
werden. Damit ist klar, dass das Verfahren versagt, sobald eines der ersten n-1
Hauptdiagonalelemente von A, gleich O ist. Dieser entscheidende Nachteil des LR-
Verfahrens wird mit dem QR-Verfahren Giberwunden.

Aufwand: Ist A=A eine Tridiagonalmatrix, so ist in A in jedem Hauptschritt der
Gauf3-Elimination nur 1 Subdiagonalelement zu annullieren, d.h. L, R, besitzen in jeder
Spalte max. zwei Elemente ungleich Null. Das Produkt R, *L, ist dann wieder eine
Tridiagonalmatrix . Aufwand in jedem Schritt: O(n).

Analyse des Verfahrens: Wegen A =L, R, gilt R, =L, A und damit

A =Rl = L;lAk.Lk. T . o ,
d.h. die Matrizen A, A ., In jedem Schritt sind &hnlich und besitzen somit die gleichen
EW. Unter zusatzlichen Voraussetzungen konvergiert die Folge {Ak} gegen eine obere
Dreiecksmatrix mit den Eigenwerten als Diagonalelemente.

Satz 5.4: Die Matrix A erfille folgende drei Voraussetzungen:
(a) Das LR-Verfahren ist durchfihrbar.

(b) Fur die Eigenwerte 1, von A gilt [&,| >[A,[>...> x|

(c) Wenn A in der Form zerlegt wird A=UTAU mit der Diagonalmatrix
A =diag(r,,...A,) und der Matrix U, so besitzen U und U™ jeweils eine LR-
Zerlegung U =LLR,,UT =L R,.

Dann konvergieren die durch das Verfahren erzeugten Folgen von Matrizen
AR, L, und es gilt
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}\, * * *

1

li =limR, = 0 Ay T ” limL, =E
k'fclAk_km K" 1o o .. */[ o b = B
0 0 0.. A2,

Beweis: Wilkinson (1965); vgl. Stoer/Bulirsch 11, S.60; Finckenstein I, S.194

Praktische Durchflihrung des Verfahrens:
1. Die Konvergenzuntersuchung zeigt, dass die letzte Zeile von A, gegen (0,0,...,0,A,)

konvergiert, wobei die Konvergenzordnung linear ist mit der linearen Konvergenzrate

C=

7\’n—l .
Wenn das Nichtdiagonalelement al*) von A_genuigend klein geworden ist, kann somit

n-1,n

al*)als Naherung fiir 1, abgespalten werden, und die Iteration wird mit einer (n-1,n-1)-
Matrix fortgesetzt, die aus A, entsteht, indem die letzte Zeile und Spalte gestrichen
werden.

Abbruchtest (in S2): Wenn gilt
agn,| <eps(agn| +[afd, | +faff) (5.13)
dann %, :=al) und streiche n-te Zeile und Spalte (eps ist die vorgegebene

relative Genauigkeit).

2. Liegen die betragskleinsten EW A ,A,, eng zusammen, so kann die Konvergenz

sehr langsam sein. Eine Konvergenzbeschleunigung kann dann Uber eine Spektrums-
verschiebung der Matrix erfolgen (Shift-Technik), die i.a. die Konvergenz enorm
beschleunigen kann. Wir wenden die LR-Zerlegung nicht auf A, selbst an, sondern auf

die Matrix

A =A —uE
wobei p eine Naherung fir einen der Eigenwerte von A, ist. Fir den Konvergenzfaktor
C gilt dann
Ay~
Mo —H '
Der Konvergenzfaktor C liegt umso naher an Null, je genauer p den Eigenwert A an-
nahert.

C =

Wahl von p_: Wegen a®* — & wird die Wahl von n=al giinstig sein. Shift-

n,n n,n
Technik sollte bei fortgeschrittener Konvergenz einsetzen, etwa wenn gilt
(k-1)
a

1— n,n

)
an n

<n<1 (5.14)

(m :% fuhrt zu praktisch guten Ergebnissen).

Der Schritt (S1) im Algorithmus ist dann entsprechend zu modifizieren. Ist Test (5.14)
erfiillt, sowird A = A —uE inder Form zerlegt A, = L R, . Im Schritt (S2) gilt dann

KkJrl = ﬁkEk’ A1<+l = Kkﬂ +ME
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d.h. in der Hauptdiagonale von A, ist jeweils p zu subtrahieren, und bei der
Berechnung von A, , ist p jeweils zu addieren.

5.5.2. OR-Verfahren (Francis 1961)

Das QR-Verfahren ist eine Weiterentwicklung des LR-Verfahrens, es beruht auf der
QR-Faktorisierung (vgl. Abschnitt 3.8.) und ist somit immer durchfiihrbar. Die Aus-
gangsmatrix A sei wieder in Tridiagonalform Uberfuhrt.

Beschreibung des Verfahrens:

(S0) A=A k=1
(S1) Zerlege A, in ein Produkt (QR — Zerlegung)

* * na *
o * .. *
A =Q.R,, Q, Orthogonalmatrix, R, = 0 "
0 0 .0 =*

(S2) Bilde das Produkt A, , =R,Q,;
k:=k+1 goto (S1)

Der Schritt (S1) kann mit Hilfe von Householder-Spiegelungen H! H{ .. H&
(Abschnitt 3.8.) durchgefihrt werden:

H9* X HPO *HOA =R,
Wegen der Symmetrie und Orthogonalitat der Householder-Matrizen folgt

Q =HI*H* *HH.

Analyse des Verfahrens: Wegen A =Q,R, gilt R, =Q, A und damit
A =RQ, = lelAka J
d.h. die Matrizen A, A, ., sind wieder &hnlich und besitzen die gleichen EW. Es kann

ein Konvergenzsatz analog zu Satz 5.3. bewiesen werden, wobei die Voraussetzung
(a) Uberflussig ist. (Stoer/Bulirsch 1, S.60; Kielbasinski/Schwetlick S.424 ff.)

Praktische Durchfiihrung des Verfahrens

Beziglich des Abbruchtest und der Shift-Strategie gelten die gleichen Aussagen wie fiir
das LR-Verfahren. Besonderheiten ergeben sich fir die Durchfiihrung der Faktorisie-
rung. Die Verwendung von Householder-Spiegelungen erweist sich ia. als zu
aufwandig. Bei symmetrischer Ausgangsmatrix hat A, stets Tridiagonalform

a, v, 0 0. O
P, o, v, 0. 0
0 B, o v, 0
0 0

o O O O
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bzw. Hessenberg-Form bei unsymmetrischer Ausgangsmatrix. Es sind somit nur die
Elemente B,,B,,...,B,,zu annullieren, um A, in eine obere Dreiecksform R, zu brin-

gen. Statt mit Householder-Spiegelungen kann dies effektiver durch n-1 Givens-Rota-
tionen (vgl. Definition 5.2) G,,,G,,,...,G, ,, geschehen, die nacheinander B,,B,,....5, ;

annullieren:

. (08
B, annullieren:  p® = a?+BZ, ci=-2, 5= Pu

p p
c S 0 o, v 0 0 p 'yil) Sil)
-s C B, a, 7, 0 OL(Zl) y(21)
G,A= 1 0 B, o =10 B, o
0 1 O an an
)
B,annullieren;  p@ = Ja®’ +B2, c=22, s= 73
— p p
1 .0 0  0)p® % 8¢ o) (p® ¥ &P
c S 0 az(l) ,Yz(l) 0 0 p(2) ,Y(ZZ) 822)
G,G,A= -S C 0 B, o5 7V, =0 0 a y®
0 1) o a. o

Dabei gibt es sechs gednderte Elemente in jedem Schritt (im (n-1)-ten Schritt nur 4
geanderte Elemente); zusétzliche fill-in Elemente 5" entstehen.

Es qilt:

Gn—l,n *--'*Gza*Glek = Rk :QkTAk
bzw.

Ak = Qk Rk mit Qk = Gsz *Gsz *---*Grll,n-
Bemerkungen:

1. Die Matrizen G,,,G,,,...,G, ;, usw. sind durch die 3 GroR3en p,c,s jeweils eindeutig
bestimmt, brauchen somit nicht explizit gespeichert zu werden.

2. Es muss die Matrix Q, nicht explizit bestimmt zu werden, sondern Schritte (S1) und

(S2) kdénnen verbunden werden (gestaffelte Ausfihrung von Vorwarts- und Ruckwarts-
rechnung). Da jeweils nur 6 Elemente in der Matrix geéndert werden, gilt

Aca =RQ = ----634[(623612Ak)GlzT ]Gsz""
bzw. eine analoge Formel, wenn mit Shift-Technik gearbeitet wird. Wenn R,Q, be-
stimmt wurde, mussen also die Hauptdiagonalelemente noch um p vergrof3ert werden,
um A, zu erhalten.
3. Die Konvergenz mit Shift-Technik ist kubisch. Praktisch kann nach etwa 1.7*n QR-
Schritten abgebrochen werden, wobei ca. 4-6 Schritte fur die Abspaltung von A, A, ,
bendtigt werden und dann 1-2 Schritte fiir die weiteren EW.
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Bemerkungen zum unsymmetrischen EW-Problem

1. Der QR-Algorithmus ist auch auf unsymmetrische EW-Probleme effektiv anwendbar.
Die Ausgangsmatrix wird dabei mittels Householder-Transformation zunachst auf obere
Hessenberg-Form gebracht.

* * * * * *

* * * * * *

0 * * * * *

A=
0 0 * * * *
* * *
o0 .. 0 **

Alle Matrizen A, besitzen dann wieder diese Form, sind also ahnlich.

2. Die Matrizen konnen im unsymmetrischen Fall auch komplexe EW haben. Bei
Konvergenz verbirgt sich ein Paar konjugiert komplexer EW in einer reellen (2x2)-

. _(a b _
Teilmatrix (c d]der Hauptdiagonale:
7\‘1 * *“. *
i _limR = 0 a b. *
POACIMRZ g ¢ g
0 0 0.. A

n

Die Shift-Strategie ist in diesem Fall zu erweitern, es werden QR-Doppelschritte
durchgefuhrt, um eine komplexe Rechnung zu vermeiden.

3. Die Verfahren kénnen im symm. und auch unsymm. Fall erweitert werden, um alle
EV zu bestimmen. Der Aufwand steigt allerdings stark an. Werden nur einige EV
bendtigt, ist nach Berechnung der EW die inverse Iteration giinstiger zur Berechnung
der EV, da sie jeweils nur wenige Schritte benétigt.

5.6. KONDITION DES EIGENWERT-PROBLEMS UND FEHLERABSCHATZUNGEN

Von entscheidender Bedeutung flr die Stabilitdt des numerischen Prozesses ist die
Frage: Wie stark andern sich die EW bei (kleinen) Anderungen der Matrix?

Gestortes EW-Problem:

Statt der Matrix A habe man die gestorte Matrix A+¢B. Da A symmetrisch ist (es wird
i.a. nur das obere Dreieck verwendet), nimmt man die Stérmatrix B sinnvoller Weise
auch als symmetrisch an. Es sei A ein einfacher Eigenwert von A: Ax=2ix mit
|x|, =1. Stattdessen liege nun das gestérte Problem vor:

(A+eB)x(e) = Me)x(e) mit [x(e)], =1

Es qilt: Da A(e) = A+¢eB bezlglich ¢ differenzierbar ist, sind A(g),x(e) bezuglich ¢
differenzierbar (Satz Uber implizite Funktionen). Wir machen daher den Ansatz:
dX(e))

e=0

de

AMe)=A+ae+a,e’ +.. mit a =[
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de

Wir setzen ein und fuhren einen Koeffizientenvergleich durch, um den Entwicklungs-
koeffizienten a, zu bestimmen:

(A+eB)(Xx+eb' +..) = (A +a,e+a,e” +..)(X+eb" +..)
g’ AX=)x
g': Bx+Ab'=ax+Ab!

X(e) = x+b'e+b%e?* +... mit bl=(mj .
e=0

]
Multiplikation mit x" liefert: a, =(d7‘(8)J _ X Bx
g=0

de x'x
X" Bx
X' X

Ergebnis: A, (A+eB)—A,(A)=¢ +0(%).

Da man die Stérungsmatrix B i.a. nicht kennt, nimmt man eine pauschale Schranke an:

B8], <],

T
B

B | <[, <A, folgt dann

XX

| %, (A+eB)—2,(A) | <[ |, +O().

Wegen |

Damit gilt:
Satz 5.5: Die einfachen Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind gut
konditioniert. Kleine (symmetrische) Stérungen in A bewirken kleine Storungen
in den Eigenwerten.

Bem.: Die Aussage gilt auch fir mehrfache Eigenwerte symmetrischer Matrizen, aber
i.a. nicht fir die EV. Dass die Aussage fur unsymmetrische Matrizen nicht mehr gilt,
zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 1:

A 1 1 5 1 1
0 1+10™) " 7 (10 1410

A besitzt die Eigenwerte A, =1,1, =1+10"°. Die Matrix B besitzt die Eigen-
werte p, =1-10"°, u, =1+107°. Die Anderung eines Elementes in A um 107"
fuhrt damit zu einer Anderung in den Eigenwerten, die 10° -mal groRer ist.

Die ungunstigen numerischen Eigenschaften machen das unsymmetrische Eigenwert-
problem haufig kompliziert.

Der obige Satz 5.5 sichert fir symmetrische Matrizen, dass bei kleinen Eingangs- und
Rundungsfehlern das Ergebnis als exakter Eigenwert einer benachbarten Matrix
interpretiert werden kann. In der Regel mochte man nachtraglich Uberprifen, mit
welcher Genauigkeit das Ergebnis zu bewerten ist (a-posteriori Fehlerschatzung):

Satz 5.6: A sei eine diagonalahnliche Matrix (nicht notwendig symmetrisch) mit
den EW A, A,,...,A,; d.h. es gibt dann gibt eine regulare Matrix T mit

TAT = A=diag(A;, Ay, Ay). (5.15)
Es sei A die Naherung eines Eigenwertes und X = 0 die des zugehérigen Eigen-
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vektors, und fir ein &> 0 qilt

| A% - 2x] < €| AX] (5.16)
Dann gilt _
TLQM;JXJ 35||T||2”T’1H2 — ¢ cond, (T) (5.17)

Bemerkungen:
1. Fir symmetrische Matrizen kann T=U sogar als orthogonale Matrix gewahlt werden.

Far diese gilt cond, (U) =1 und (5.17) erhalt die Form
A=\,
A
d.h. ein Eigenwert 2. ; von A wird durch A mit relativem Fehler < ¢ angenahert.

2. Aus (5.16) folgt als Abbruchbedingung fir die Vektoriteration:
Ist HAXk —kakH < gHAka ,s0 werden A= p, und x = x"als Naherungen eines EW

bzw. EV akzeptiert.

min <g
)\.j¢0

Fur Abschatzungen der Lage der Eigenwerte ist die folgende Aussage von Bedeutung:

Satz 5.7: (Gerschgorinscher Kreissatz)
Sei A eine beliebige (n,n)-Matrix (nicht notwendig symmetrisch) und gilt

5= lay| i=12...n (5.18)
j=t
J#i
Dann gelten die Aussagen:
(a) Jeder Eigenwert A, von A liegt in der Vereinigung der Kreise

K ={zeCllz-a,/<s;} i=12..,n (5.19)

(b) Jede Zusammenhangskomponente der Menge U K, , die aus m Kreisen
i=1

besteht, enthalt genau m Eigenwerte.

Bem.: Da die Eigenwerte von A mit denen von A" {ibereinstimmen, gilt auch:
(@) Jeder Eigenwert liegt in der Vereinigung der Kreise

K!z{ZeC”z—ajj‘Srj} j=12,...,n rj:i‘aij‘
i=1
i#]

(b") Jede Zusammenhangskomponente von U Kj , die aus g Kreisen besteht, enthalt
j=1
genau g Eigenwerte.

-8 -2 4 s =¢
A=1-1 -4 2 |s,=%a,=-

4

8

Beispiel:
eispie 2 2 -10)s, -

=3 =1 =3
h=5 L=3 =4
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Bemerkungen zur naiven Berechnung der EW

Die Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix durch Berechnung des charakteristischen
Polynoms P, (LX) und Berechnung der Nullstellen des Polynoms ist nur bei kleiner
Dimension n praktisch durchftihrbar. Fur gréRere n werden die Polynomkoeffizienten
durch Rundungsfehler verfalscht, der Berechnungsweg

Elemente von A — Koeffizienten des Polynoms — Eigenwerte
kann hochgradig instabil werden. Wir betrachten dazu das Polynom

P(A)=A"+p, A" +..+ pA+ P,

Verfalschung von Koeffizienten durch Rundungsfehler:
p, > P, =p;+&q; j=01..,n-1
P (L) =P ()+cQ(1) (gestortes Polynom)
QW) =q, A" +..+qA+q, (Stérungspolynom)

Die Nullstellen Xk von |5n (1) hangen zwar stetig von ¢ ab, sind i.a. aber nicht stetig
differenzierbar abhéngig von ¢, d.h. kleine ¢ kdnnen grol3e Stérungen in A bewirken.

Voraussetzung.: %, einfache Nullstelle von P.(1): P.(.) =0, P, () #0..
Dann gilt fur kleines ¢
A, =A, + AN mit A\ = — E,O‘k) - SQO‘k),
P'(A,) P'(L)+eQ'(Xy)
Falls gilt [eQ'(x,)| <<|P'(A, )|, so erhalt man
Xk A, —¢ Q’(}\‘k)
P'(A)

(Newtonkorrektur).

Q)
P'(h)
der Nullstelle X, .

und ist die absolute Konditionszahl (Faktor der Fehlerverstarkung) beziglich

Beispiel: n=12
Eigenwerte: A, =1L A, =2,..,A, =12=

12
Po() =] J(L—k) =2"* 78X & ... - 69266341 +...+ 479001600

k=1
Wir stéren einen Koeffizienten in B,(A): Q(A)=q,»’ je{0,...,11}
Es ergibt sich dann die Konditionszahl
A
i =| Q) | (5.20)
P'(A,
Es sei der Koeffizient p, gestort: p, — p, =—-6926634.001 , d.h. Q(A) = p,A” wird mit

¢ multipliziert &=1.444.10"°. Wir wollen die Fehlerverstarkung K, berechnen, d.h.
die Auswirkung der Stérung von p, auf den Eigenwert A, =9

Q(rg) | _ 6926634 -9’

0r =| =1.37-10°
TP 813!

Der Fehler in p, wird auf mit dem Verstarkungsfaktor 10° (ibertragen; wegen & ~10™°
treten bei A, Fehler schon in der 2.Dezimalstelle auf.
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