Hinweise zur Lésung von Ubungsaufgaben der Kinematik von Punktmassen
Eindimensionale Translation

1. Allgemeine Hinweise:
Gegenstand der Kinematik der linearen Translation sind die Beziehungen zwischen den Grolen
s(t), v(t) und a(t), mit denen die Bewegung von einer oder mehrerer Punktmassen entlang einer
Geraden beschrieben wird. Folgende Beziehungen bestehen zwischen diesen BewegungsgroRen:
t
a(t) = d V() =V = d_22 (1) = & v(t) = [at)dt+C v(t,) - v(t,) = [a(t)dt
dt dt Y (1)
d , F
vt = SO =5 s(t) = [v(t)dt+C s(t,) —s(t,) = j v(t)dt
t

Die Integrationskonstante C ist zunachst unbestimmt und wird im konkreten Fall durch eine Rand-
oder Nebenbedingung festgelegt. Bei der bestimmten Integration erhdlt man Differenzen, z.B. be-
schreibt man mit v(ty) - v(t;) die im betrachteten Zeitintervall eingetretene Geschwindigkeitsande-
rung. Aktuelle Werte lassen sich auch durch bestimmte Integration angeben, z.B. die Position s(t):

s(t) = s(t) - s(t,) +s(t,) = Jt‘v(t’)dt’+ s(t,) - @)

Der ggf. bekannte Wert s(t;) muss dann nur zum bestimmten Integral addiert werden, dessen obere
Grenze mit t variabel gestaltet wird.

2. Aufgabe zur Illustration

Ein Stein (PM1) wird zum Zeitpunkt t; = O fallengelassen. Ein zweiter Stein (PM2) soll zum etwas
spateren Zeitpunkt t, mit der Abwurfgeschwindigkeit v,, hinterher geworfen werden, so dass dieser
nach der Fallstrecke s3 den zuerst geworfenen Stein einholt. Geben Sie den Zeitpunkt t; an, zu wel-
chem der zweite Stein geworfen werden muss! Zu welcher Zeit t3 treffen sich beide Steine?

Geg.: Vo, =5ms?, s3=10 m

3. Losungswege
a) mittels unbestimmter Integration
Da es sich bei beiden Steinen um den senkrechten Wurf mit unterschiedlichen Anfangsbedingun-
gen handelt ist die Beschleunigung konstant und
die Zeitabhangigkeit der Positionen der Punkt- Soz‘l]~
~

massen (PM) genligen Beziehungen der Gestalt Voo ~
02 o

s(t) :%tz Fvtes, . 3) N

Dieser Ausdruck ist das Ergebnis einer zweifa- ty AR
chen Integration der konstanten(!) Beschleuni- O -
gung a uber die Zeit. Fir beide PM ergeben sich
furs,(t) und s,(t)somit Parabelbdgen. Eine

Skizze ist jetzt mdglich und immer vorteilhaft,
dadurch bekommen wir eine bessere Vorstellung
vom Vorgang. Zunachst werden der Nullpunkt
fir die Ortsmessung sowie ein Richtungssinn
festgelegt (willkarlich, hier nach unten).

S3-

Anschaulich beschreibt der im folgenden skiz-
zierte Losungsweg diesen Vorgang: Beide PM

S ¥



werden zur gleichen Zeit () geworfen. Wéahrend PM1 mit der Anfangsgeschwindigkeit gleich Null
aus der Nullposition fallen gelassen wird (blaue Kurve 1), wird PM2 aus der Héhe von sg, (negati-
ver Wert, weil die Achsenrichtung von s nach unten zeigt) mit der Anfangsgeschwindigkeit vo;
(positiver Wert) nach unten geworfen (gestrichelte rote Kurve 2), passiert die Position Null nach t,
und (durchgezogene rote Kurve 2) holt die PM1 nach t; an der Stelle s3 endlich ein. Dass der wirk-
liche Vorgang etwas anders verlauft, ist vom Standpunkt der Kinematik aus betrachtet unerheblich.
Gleichung (3) gilt fir den senkrechten Wurf, der zum Zeitpunkt t = 0 beginnt. Das trifft flr die
zuerst fallen gelassene PM1 zu. Mit den Anfangsbedingungen vo; = So1 = 0 erhélt man

sl(t)zgtz. 4)
Fur die zweite PM gilt formal

s, (t) = %tz + Voot + Sy - (5)

Problematisch ist hierbei jedoch, dass die angegebenen Nebenbedingungen ziemlich unhandlich
sind: s,(t,) =0; v,(t,) =V, s, (t;) =5s5;5,(t;) = s, . Da sowohl vp, und sg als auch t,
und t3 unbekannt sind, hat man ein Gleichungssystem von 4 Gleichungen aufzuldsen, was ein
ziemlich muhsames Geschéft ist. Man erhalt schlielRlich als Ergebnis die Anfangswerte von PM2:

2 2
Sgp = 255 — /45;:- +%§3; Vg, = —/20S; ++/20S; +V2, . (6)

In den Ausdruck (5) eingesetzt, kann man damit den Schnittpunkt von s,(t) mit der t-Achse
bestimmen (liefert ty) sowie den Schnittpunkt mit s,(t), was t; ergibt.

Uberpriifen Sie die Beziehung (6) und filhren Sie die Lésung der Aufgabe in der skizzierten Weise
bis zum Ende durch!

b) Losungsweg mittels bestimmter Integration
Da zwei Nebenbedingungen die in Zeitintervallen zurtickgelegten Strecken enthalt, erscheint es
vorteilhaft, diese durch bestimmte Integrale auszudriicken:

ty ts
S; = jvz dt = J.v1 dt. Mit den Anfangswerten vo; = 0 sowie Sp; = So2 =0 erhélt man v, = gt und
t, 0

Vo = gt + Vgo. Die bestimmte Integration ergibt fir die PM1

s, = 21, ™
und flr die PM2

Sazg(tg_tzz)""voz(tz_tz)- (8)
Mit der aus der Nebenbedingung fur die Abwurfgeschwindigkeit von PM2 folgenden Beziehung
Vo =01, +Vg, ©)

erhélt man mit (7-9) ein Gleichungssystem fur nur 3 Unbekannte: vo,, t; und ts. Dieses kann leicht
dadurch vereinfacht werden, dass die nicht explizit zu berechnende Anfangsgeschwindigkeit vo,
von PM2 in (8) leicht durch (9) eliminiert werden kann.

Losen Sie dieses Gleichungssystem auf und bestimmen Sie t, und t3!



c)Ldsung mittels Zeittransformation
Die Losung lasst sich deutlich vereinfachen durch eine Zeittransformation t —»t—t,. Die PM2

beginnt ja ihre Bahnbewegung erst zu einem um t, spateren Zeitpunkt, und fur diesen sind die An-
fangswerte gegeben. Wir verschieben formal die Zeitskala um t, und erhalten mit

5, (t) :%(t—tz)z Uy, (t-t,) (10)

einen Ausdruck, der die gleiche Struktur hat wie (3), aber sofort die gegebenen Randbedingungen
erfullt: s,(t,) =0; v,(t,) =Vv,, . Die Zeit t kann hierbei fur beide PM gemeinsam auf der einen Uhr
abgelesen werden, die zu dem Zeitpunkt zu messen beginnt, an dem die PM1 fallen gelassen wird.
Beide PM treffen sich zu einem unbekannten Zeitpunkt t; an der gegebenen Position s3. Hieraus
resultieren 2 Gleichungen mit nur noch 2 Unbekannten t, und ts:

S3 :%(ts_tz)z"‘vzz(ts_tz) (11)
s, = %t; (12)

Man setzt (11) und (12) gleich und 16st die quadratische Gleichung nach t, auf, das Ergebnis lautet

2
\ Vv
t2:§+tsi /ﬁﬂgz : (13)

Da s3 gegeben ist, kann die Zeit des Zusammentreffens t3 leicht bestimmt werden:

t,== /ﬁ =+1,43s. Physikalisch relevant ist der positive Wert. Fur t, erhalt man aus (13)
g
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2.2
oms +1,433i\/ 23m’s 20M __ 515 +1,43s 1,525 = 0,425

t,=——— +
2 9,81ms” 9,81°m*s™  9,81ms 2
Angegeben ist die dem physikalische Ablauf entsprechende Ldsung.

Fazit:

Es ist wie beim Boxkampf. Gegner ist die gestellte Aufgabe. Wenn Sie gut trainiert sind, nicht nur
uber viele verschiedene Methoden verfligen, sondern auch gute Kondition, werden Sie in kurzer
Zeit zum Sieger erklart. Sie haben einfach schnell die beste Taktik heraus gefunden und die
»Schwache Stelle” des Gegners erkannt. Andere Wege fuhren auch zum Ziel, man muss aber ein
paar Runden langer kdmpfen und dann ist Kondition gefragt. Wer nicht durchsteht, verliert nach
Punkten, wer falsch integriert, geht k.o.

4. Haufige Fehler bei der Behandlung solcher Aufgaben

e Die Bezugsrichtung wird nicht beachtet. Hieraus resultieren falsche VVorzeichen der Bewe-
gungsgroRen, z.B. Beschleunigung, Anfangsgeschwindigkeit.

e Der Ausdruck (3) gilt nur fur die gleichmaRig beschleunigte Bewegung. Das ist ein Sonder-
fall. Allgemein gilt a = a(t). Zur Bestimmung von Geschwindigkeit und Ort ist ,,ehrlich®
uber die Zeit zu integrieren.

e Stets ist es zu vermeiden, mit gegebenen Zahlenwerten in Zwischenergebnissen zu operie-
ren, bevor ein endgultiger Ausdruck umgeformt wurde, der die zahlenwertmaRige Bestim-
mung der Unbekannten ermaglicht.



