Hinweise zur Losung von Ubungsaufgaben zur ,,Dynamik des Starren Korpers*

Gegenstand der Dynamik des Starren Korpers (SK) ist die Wirkung von Kréften und Drehmomen-
ten, die am Korper angreifen, insbesondere im Hinblick auf die Anderung des Bewegungszustandes
(Rotationsbewegung). Die Trigheit des SK, die einer Anderung des Bewegungszustandes (Rotation)
entgegen steht, findet ihren Ausdruck im Massentragheitsmoment (MTM)

1. Regeln zur Bestimmung des Massentragheitsmoments:

Das MTM hingt von der Position (Abstand zum Schwerpunkt) und der Orientierung der Ro-
tationsachse beziiglich des SK ab (Skizze!).
Ist  der Abstand eines Massenelements dm des SK zur betrachteten Rotationsachse, berech-

net sich das MTM nach J = .[ r} dm . Analog gilt fiir ein Punktmassensystem J = Zrli m, .

Diese Formeln gelten fiir jede beliebige Position und Ausrichtung der Rotationsachse.
Ist das MTM Js fiir eine Rotationsachse durch den Schwerpunkt bekannt, 14sst sich das MTM
fiir eine dazu im Abstand s parallel verlaufende Achse mit Hilfe des Satzes von Steiner be-

rechnen: J = Jg+m-s*, m ist die Gesamtmasse des SK.
MTM sind additiv. Sind also die MTM J; von Teilkérpern des SK beziiglich der aktuellen
Achse bekannt, ist das MTM des gesamten SK gleich der Summe J = ZJI. .

2. Tipps und Tricks

Das Koordinatensystem lege man zweckmifig in den SP des SK, die z-Achse in Richtung
der Rotationsachse.

Ist der SK symmetrisch, ist es meist giinstig, das Koordinatensystem der Symmetrie anzupas-
sen, bei rechtwinkligen Korpern also kartesische Koordinaten, bei Rotationssymmetrie Zy-
linder- oder Kugelkoordinaten.

Die Massenelemente (ME) miissen stets so ausgewéhlt werden, dass sie aus Teilchen beste-
hen, die alle den gleichen Abstand von der Rotationsachse aufweisen, genauer ausgedriickt,
einen solchen im Intervall r... (r+dr).

Die ME sind demzufolge nicht zwangsldufig in 3 Dimensionen infinitesimal klein. Man kann
einen SK in solche ME aufteilen, die diinnen Stidbchen der Lénge / dhneln mit jeweils kleinen
Querschnittsflichen dA, die parallel zur Rotationsachse liegen. Jedes ME tragt dann zum
MTM bei: dJ = r}dm =r]pldA mit der Dichte p. Bei Rotationskérpern kann man als ME
diinnwandige, zur Rotationsachse konzentrische Hohlzylinder der Wandstdrke dr und der
Linge [ betrachten. Jedes dieser ME liefert seinen Beitrag zum MTM: dJ = p2z17’ dr .

Eine elegante Methode zur Berechnung des MTM von Rotationskdrpern der Art ,,Schachfi-
gur®, wenn die Einhiillende 7(z) gegeben ist und die Dichte konstant ist: Der Korper wird in
diinne Zylinderscheiben der Dicke dz mit dem Radius r(z) aufgeteilt. Jede dieser Scheiben

dm
trigt mit dJ = - r’(z) = %ﬂ r*(2) dz zum MTM bei, folglich

Jzﬂgifr“(z)dz. (1)

3. Illustration am Beispiel der Berechnung des MTM einer Hohlkugel
Aufgabe: Berechnen Sie das Massentragheitsmoment einer dilnnwandigen Hohlkugel mit der Masse
m und dem Radius R beziiglich der Rotation um den Schwerpunkt.



Losung: Es gibt wieder mehrere Methoden zur Auswahl. Auf der Abbildung
R hervorgehoben sind Teilchen auf der Kugelfliche vom Radius R, deren Win-
x(z) kel zur z-Achse zwischen @ und 8+d@ liegt. Diese bilden einen diinnwandi-
do, gen etwas schiefen Reifen (dhnlich einem Fassreifen). Mit seiner Masse dm
dm stellt der Reifen ein ,,gutes ME dar, da alle Atome, aus denen er besteht,

é\ jeweils den gleichen Abstand x(z) zur Rotationsachse haben.
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g " Mit einer auf die Fliche bezogenen Dichte o = % = 2 mR gilt die Beziehung
T
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dm=0-dA=0-Rd0-2x Rsin@. Multipliziert mit dem Quadrat des Abstands

zur Rotationsachse x = R sind und integriert iiber die gesamte Hohlkugel
e erhdlt man

= szdm =021 R“J‘sin3 0d0. Um dieses Integral zu 16sen, nutzt man zunichst die Beziehung

sin® @= 1-cos” Qund substltulert t = cos 6, woraus folgt dt =-sinfdé.
3

Demnach gilt jsm 0do = j(l cos 6’)sm6’d0——j(l—t )dt = —t+%t
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Fiir die Hohlkugel erhdlt man mit diesem Ergebnis und nach Einsetzen von o das MTM

2
J =§mR2.

Eine andere Moglichkeit geht wie folgt: Man berechnet zundchst das MTM einer Vollkugel vom
Radius R; = R und der Masse my;. Davon subtrahiert man das MTM einer zur ersten konzentrisch
angeordneten geringfiigig kleineren Kugel vom Radius R, und der Masse my,, wobei gilt R; -
Ry =d <<R, und my,- mg, = m. Zur Ubung werden im folgenden mehrere Methoden angewandt.

1. Methode:

Zur Berechnung des MTM einer Vollkugel konstanter Dichte p ist die Anwendung der Beziehung (1)
vorteilhaft, da die Kontur durch die Kreisgleichung beschrieben wird. Mit x(z) =+ R’ —z* erhilt
R = B.E R’
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Mit p:%:

ergibt sich daraus J, = 2 <R
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Das MTM einer Hohlkugel ist J,, = i(mK1 R} —m,, Rz): §p47z (R5 RZS) Die Masse der Hohl-

4z ,o(Rl3 ~-R; ), fiir das MTM der (dickwandigen)

kugel ldsst sich ausdriicken durch m =m,, —m,, = 3

_2, R’ - R5

5 R3

Ry=R,-d, gilt ndherungsweise R, = R/ —an”‘ld+... und damit folgt bei Vernachldssigung von
4

g S5R'd 2m R

5 3Rd 3

Hohlkugel erhdlt man J,, = . Da die Hohlkugel aber sehr diinnwandig sein soll, mit

Gliedern hoherer Ordnung fiir die diinnwandige Hohlkugel J,, = , S.0.



2. Methode:
Das MTM von Vollkugel und Hohlkugel soll mit Hilfe von Kugelko-
ordinaten berechnet werden. Das Massenelement in Kugelkoordina-

ten lautet dm = pdV = pdr-rd@-rsin@de = prdrdepsin0dé, s.
Abbildung. Die Rotation erfolgt um die z-Achse. Der Beitrag von dm
zum MTM ist dJ =r*sin> @dm . Integriert wird iiber das Volumen
der Schale der Hohlkugel, also in den Intervallen 0< ¢ <27

R <r<R,; 0<60 < 7. Daraus folgt ¢ rsind R
277 Ry 5 5\7 \ %
_ 4 .3 _ R2 - Rl .3 rsin® de
Juk = p!!}{r drdesin® 0d0 = pZH(T .([sm 0do. Das In- %~ 4V rdd
tegral iber & wurde oben schon berechnet, also folgt wieder ar

o = %p%(Rf —RZS), 5.0.

Fiir R,=0 und R,=R erhélt man den Ausdruck fiir die Vollkugel J, = p?—;r(Rf -R] ) = %mK R*,s.0.

4. Zur Bearbeitung dynamischer Aufgaben
Zunéchst sollte man immer tiiberpriifen, ob Erhaltungssitze gelten. Auch bei rotierenden SK bzw.
PMS konnen Energieerhaltungssatz (EES), Impulserhaltungssatz (IES) und auch Drehimpulserhal-
tungssatz (DIES) gelten, je nach Problematik alle gemeinsam oder nur einzeln. Zusammengefasst:
e Tritt keine Reibung auf und keine Energie wird durch plastische Verformung, unelastischen
StoB3,... aus dem Reservoir von Potentieller und Kinetischer Energie entnommen, gilt der EES.

e Wirken keine dufleren Krifte bzw. ist deren Vektorsumme gleich Null, also ze =0, so gilt

der IES.
e I[st die Summe aller Drehmomente, die aus den am SK angreifenden duleren Krifte resultieren

gleich Null, also Y. M, = > R x F, =0, so gilt der DIES .

e Da IES und DIES Vektorcharakter haben, konnen als Erhaltungsgroen auch nur einzelne
Komponenten von Gesamtimpuls bzw. Gesamtdrehimpuls auftreten. Eine fest im Untergrund
verankerte (reibungsfreie) Achse bewirkt beispielsweise, dass nur der Drehimpuls in Achsen-
richtung als Erhaltungsgréfe zu betrachten ist.

e Gelten keine Erhaltungssitze, kann der Vorgang durch die Bewegungsgleichungen beschrieben
werden. Es sind dies die Grundgesetze der Mechanik fiir die Translation sowie die Rotation.

e Fiir jeden SK des Systems sind beide Vektorgleichungen zu formulieren und das Gleichungs-
system aufzuldsen.

Bei den folgenden beiden Aufgaben handelt es sich stets zunéchst darum abzukldren, ob und welche
Erhaltungssitze gelten. Die Erhaltungssitze folgen aus den Bewegungsgleichungen unter bestimm-
ten Voraussetzungen, sind also Sonderfille (sie werden auch als Integrale der Bewegung bezeich-
net). Ist der Sonderfall nicht gegeben, muss mit den Bewegungsgleichungen gearbeitet werden.



5. Beispielaufgaben zur Illustration

1. Anwendung von Energiesatz und Drehimpulserhaltung
Eine Masse m gleitet mit der Anfangsgeschwin-
digkeit v; reibungsfrei auf einer horizontalen Un-
terlage. Hierbei wird sie durch ein masseloses Seil
auf eine Kreisbahn gezwungen. Das Seil hat zu-
nichst die Linge R;. Die Linge des Seiles wird [/ / /.
auf zwei verschiedene Arten auf die Lange Ry ver- | | ! .\ bt b
kiirzt. Im Fall a) wird es durch eine genau im | %\ SEug 4 g
Kreiszentrum liegende diinne Bohrung gezogen, . )
im Fall b) wickelt es sich selbstindig um einen im
Kreiszentrum senkrecht angebrachten Stab vom
Radius » und verkiirzt sich dadurch standig.

Bestimmen Sie die Umfangsgeschwindigkeiten v,, sowie v, (jeweils nach Erreichen von R»).

Losung: Es wird zundchst untersucht, welche Erhaltungssatze hier gelten.

Bei a) wird das Seil durch eine zentral angeordnete Bohrung gezogen. Dabei wird mit der Seilkraft
Arbeit gegen die Tragheitskraft (Zentrifugalkraft) verrichtet, Energie wird von auflerhalb des Sys-
tems (welches hier nur aus der Masse m besteht) zugefiihrt. Somit ist der EES nicht anwendbar. Das
Vorhandensein der Seilkraft bewirkt, dass in beiden Féllen der IES nicht gilt. Das erkennt man auch
aus dem Umstand, dass der Schwerpunkt sich auf einer gekriimmten Bahn bewegt, also keine gleich-
formige Bewegung vollfiihrt. Wihlt man ein Bezugssystem so, dass sein Ursprung in der Bohrung

liegt, mit der z-Achse als Rotationsachse, sind der Ortsvektor zur Masse R und die an
m angreifende Seilkraft 17“5 zueinander antiparallel. Das durch die Seilkraft auf m ausgeilibte Dreh-

moment M = Rx 133 ist somit stets gleich Null und der DIES gilt.
J @, =J,»,. Da m als Punktmasse aufgefasst werden kann, gilt J=mR>. Mit . =% folgt

2V 2V . R
mR % =mR; 2% und somit v,, =—v,, .
R

1 2 2

Im Fall b) wird das Seil zwar auch kiirzer und zieht dadurch die Masse m an den Stab. Dieser steht
allerdings fixiert und iiber ihn kann deshalb keine Arbeit an m geleistet werden. Somit gilt hier der
EES. Da keine potentielle Energie zu beriicksichtigen ist, folgt sofort v,, =v,, .

Der Ortsvektor Rund die an m angreifende Seilkraft 17“5 sind bei b) nicht antiparallel, weil die Seil-

kraft von der Tangente des Stabes ausgeiibt wird und nicht vom Koordinatenursprung (die Seilkraft
ist hier keine Zentralkraft). Hiermit wird ein Drehmoment erzeugt und der DIES kann nicht ange-
wendet werden. Wenn an m trotz beschleunigter Bewegung (gekriimmte Trajektorie) keine Arbeit
verrichtet wird, muss die Seilkraft als Zwangskraft senkrecht zur Bahnkurve von m orientiert sein
(Zwangskrifte leisten nie Arbeit sondern dndern nur die Bewegungsrichtung). Der Winkel zwischen

133 und R hat den Wert %(im Bogenmal}). Bei jeder vollen Umdrehung legt m eine Strecke von
27 R zuriick und nihert sich dabei dem Zentrum der spiralférmigen Bahn um 27 7. Gegeniiber ei-
ner Kreisbahn hat diese ebenfalls einen Winkel von % Somit greift im Unterschied zu a) die Seil-

kraft in b) wirklich senkrecht zur Trajektorie an, ist also Zwangskraft und verrichtet keine Arbeit.



2. Kraftsto3 und Momentenstof3

Ein Tennisball mit dem Radius R und der Masse m trifft mit der Geschwindigkeit v unter dem Win-
kel « (gegen die Horizontale) auf den Boden auf und prallt unter dem Winkel £ und mit der Ge-
schwindigkeit v’ wieder ab. Der Spieler hatte dem Ball beim Abschlag noch einen zusétzlichen Drall
verliehen (angeschnittener Ball), so dass dieser zusétzlich noch um eine horizontale und zur Flug-
bahn senkrechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit o rotiert. Bestimmen Sie fund v' bei ge-
gebenen Werten von a und v.

Losung: Eine Skizze ist hier wieder besonders notwendig.

Beim Auftreffen auf dem Boden wirkt
Reibungskraft, und zwar solange, bis
sich die Umfangsgeschwindigkeit des
Balles seiner Translationsgeschwindig-
keit (vx in x-Richtung) genau angegli-
chen hat. Der (vorerst unbekannte)
Kraftsto3 jFRxdt infolge Reibung ver-

andert sowohl Impuls als auch Dreh-
impuls und kann durch Anwendung der
Grundgleichungen der Mechanik fiir
die Translations- und Rotationsbewe-
gung eliminiert werden. Der Tennisball moge ideal elastisch sein, also erfolgt der Aufprall beziiglich
der Vertikalkomponente der Geschwindigkeit wie beim elastischen Sto3 gegen eine unendlich grof3e
Masse (Untergrund): v, = —v, . Beziiglich der x-Richtung gilt keine Impulserhaltung. Es miissen die

Bewegungsgleichungen fiir Translation und Rotation aufgestellt werden.

Die Bewegungsgleichung der Translation enthilt die Reibungskraft: F, = df;t £ = m%

Die Impulsdnderung durch den Stof3 lautet: IF dt =m(V. —v,).
do.
dt
fiir die Anderung des Drehimpulses: RJ F,dt=J@ -.).

=R-F,

Rx >

Fir die Rotation gilt M_ =J

!/

Mit @] = —% folgt aus beiden Bewegungsgleichungen

J(_%_@j = Rm (v, —v,) und weiter

JV. +Ro.)=R m(v,—V))
Vi(J+mR*)=Rmv_~RJw
o= R’mv_—RJ o,
! J+mR®
Da ein Tennisball gut als eine diinnwandige Kugelschale betrachtet werden kann, verwenden wir das

: . : . 2
weiter oben bereits berechnete Massentragheitsmoment fiir die Kugelschale J = gm R’

R’mv_—R 2m R’ o, 5, 5,
V= 5 3 ==-v. ——Rw_, folglich f = arctan -
2mR MR 5 5 2

Ra, —3v,




Wegen v, = —v_ gilt auBerdem die niitzliche Beziehung tana _v. _ 3 zR ay
! g tanp v. 5 5 v

Folgerungen: Ein nicht rotierender Tennisball (@, = 0) verlangsamt diesen beim Aufprall und fiihrt
zu einer steileren Flugbahn > «. Trifft ein solcher Ball unter einem Winkel von = 45° auf, so

X

ergibt sich fiir den Winkel nach dem Aufprall g = arctan% =59° und v = %v

Negative Werte von @, (Topspin) erhéhen demgegentiber die Geschwindigkeit, positive bremsen ihn
ab.

3v,

Senkrecht nach oben springt der Ball nach dem Aufprall, wenn gilt @, = R Noch deutlich schwe-

rer hat es der Gegner beim Tennisturnier, wenn der Ball auf genau der gleichen Flugbahn nach dem
Aufprall wieder zuriickfliegt, also v = —v, . Dazu muf} der Tennisspieler dem Ball aber einen gewal-

tigen Spin verleihen: o, = ;‘;’é . Schafft er das, kann er ohne Wand und gegen sich selber spielen. So

schwer sollte das aber nicht sein, wenn v_nur nicht zu gro8 ist. Das ,,Ass* der Zukunft ist also nicht
der Schmetterball mit 180km/h, sondern ein ganz stark angeschnittener softiger...

Wenn man so tief in die Materie einsteigt, sollte man auch den Magnus-Effekt berlicksichtigen, der
wird aber erst in ein paar Wochen in Hydrodynamik behandelt.



