Volumen des Torus

Der Torus ist ein Rotationskdrper, der durch eine Kreisfliche vom Radius » gebildet wird, die um eine
Achse im Abstand R vom Mittelpunkt des Kreises rotiert. Das Volumen des Torus kann man auf verschie-

dene Art berechnen. Beginnen wir
mit der etwas aufwendigeren traditi-

onellen Methode der Integration tiber ﬁ

N

zeigt einen Schnitt durch den Torus.

Volumenelemente. Die Abbildung /
Als Volumenelement dient ein Kreis-

—/’

ring mit dem Innenradius R; und dem
Aullenradius R, und der Dicke dy.

Das Volumenelement hat den Wert

dV =n[(R + x)? — (R — x)?] - dy = 4nRxdy

Nach Auflsen der Klammern und mittels Kreisgleichung x = /r? — y? erhélt man fiir das Volumen

2
V = 4nR ff:,/rz — y2dy = 4nR f_+:r 1- (%) dy .(*

Man substituiert% =sing; dy =rcos¢g dg

V = 4nR fjgr\/l — (sin@)? r cose dp = 4nR szzrz(COS P)* de .
2 2

V = 2nR - nr?.

Das Volumen entspricht genau(!) dem Produkt aus Kreis-
fliche vom Radius 7 und der Lénge der,,Seele* des Torus,
also einem Kreisumfang mit dem Radius R. Das ist zu-
ndchst erstaunlich, aber steckt dahinter ein Prinzip?

Betrachten wir einen ganz allgemeinen Rotationskorper,
gebildet durch eine Fliche, die um eine Achse r rotiert.
Das Profil dieser Fliache sei durch eine Funktion z(r) ge-
geben und konnte z.B. das Profil einer Figur fiir den
Schmuck des Weihnachtsbaums darstellen (s. unter Rei-
fendrehen). Ein zur Rotationsachse paralleler Schnitt
durch diese Flache ist in der Abbildung links dargestellt.
Rechts daneben ist ein kleiner Teil des Rotationskorpers
in der Draufsicht (parallel zur Rotationsachse) dargestellt,
ein Ausschnitt mit dem Winkelelement d¢e. In der Schnit-
zerwerkstatt konnte daraus eine kleine Figur gemacht
werden. Ein Volumenelement dieses Teilkorpers ist weill
hervorgehoben. Es berechnet sich aus dem Produkt aus
dem Flachenelement dA4 =z(r)dr des Querschnitts (s.
linke Abbildung) und der Lénge des Kreisbogens des Vo-
lumenelements rd .
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Das gesamte Volumen des Rotationskorpers ldsst sich nun leicht bestimmen:

V= fozn f:lz rde - z(r)dr = 2n f:lzr - z(r)dr.
Im Integral rechts wird die Funktion z(») mit ihrer Koordinate » gewichtet. Das erinnert stark an die
Bestimmung des Schwerpunktes einer Flache. Die Schwerpunktskoordinate »s der Profilfliche wird wie
folgt bestimmt:

frrlz r-z(r)dr frrlz rz(r)dr

r. = =
s frrlz z(r)dr A

, mit 4 als Querschnittsflache.

Somit ergibt sich fiir das Volumen des Rotationskdrpers die einfache Beziehung V = 2m - 75 - A.

Diese Methode zur Volumenberechnung von Rotationskorpern ist natiirlich schon lange bekannt. Pappos
von Alexandria®, ein griechischer Astronom und Mathematiker lebte im 4. Jahrhundert in Alexandria.
Die von ihm entdeckten zentrobarischen Regeln zur Bestimmung von Volumen und Oberfldchen von
Rotationskdrpern wurden spiter von dem schweizer Jesuiten Paul Guldin aufs Neue entdeckt und sind
heute als Guldinsche Regeln bekannt.

Mir waren diese Regeln nicht geldufig, die Ableitung der Volumenregel hat Spall gemacht, den Studenten
der SG IN2 wohl auch, obwohl ich aus Zeitgriinden das Volumenintegral (*) nur formuliert, aber dann
nicht ausgerechnet hatte.

Vielleicht findet sich aus Eurer Runde ein Student, der die zweite Guldinsche Formel zur Oberfldche von
Rotationskorpern selbsténdig ableitet?

Nur wer sich das Alte angeeignet hat, kann Neues schaffen!



