Softcomputing

Einsatz zum L&sen von Problemen,
» die unvollstindig beschrieben sind
> die keine eindeutige Lésung haben

> fiir die keine effizienten exakten Algorithmen bekannt sind

einige Ansatze:
P> Fuzzy-Logik, probabilistische Logik

Maschinelles Lernen

>

» Kiinstliche neuronale Netze
» Evolutiondre Algorithmen

| 2

Schwarm-Intelligenz



(Natiirliches und ) Maschinelles Lernen

(Schrittweise) Anderung eines Systems (Verfahrens zur
Problemldsung), so dass es bei der zukiinftigen Anwendung
dasselbe oder dhnliche Probleme besser 16st.

» Aufgaben (Problem): Menge von Eingaben

» Aufgabeninstanz: Eingabe

> Losung der Instanz: Ausgabe

> Bewertung der Lésung: Zuordnung Losung — Giite

Schritte bei der Losung von Aufgabeninstanzen mit Lerneffekt:
Schiiler (System) fiihrt wiederholt aus:

1.

verwendet ein Losungsverfahren V fiir diese Aufgabe

2. bestimmt eine Lésung / der gegebenen Aufgabeninstanz
3.
4. modifiziert das Losungsverfahren V zu V’, um (in Zukunft)

bestimmt (oder erféhrt) eine Bewertung dieser Losung /

Losungen mit besseren Bewertungen zu finden
wendet im ndchsten Schritt zur Lésung dieser Aufgabe das
Losungsverfahren V/ an

Lernen: Schritte 3 und 4
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Lernverfahren

Lernen durch

| 4

»
| 2
>
| 2

v

Auswendiglernen (gegebener Beispiele)
Nachahmen

Anleitung (Anweisungen)

logische Ableitung neuer Lésungsverfahren

Analogie (zu gegebenen Beispielen)
anhand Ahnlichkeit

Erfahrung (durch gegebene Beispiele)
Fahigkeit zur Verallgemeinerung

Probieren und Beobachten
(Erzeugen eigener Beispiele)

nach Art des Lernenden:

>
>

natiirliches Lernen

maschinelles (kiinstliches) Lernen
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Lernen durch gegebene Beispiele

nach der zum Lernen verwendbaren Information:

iiberwachtes Lernen (supervised learning)

korrigierendes Lernen (corrective learning)
bestarkendes Lernen (reinforcement learning)

uniiberwachtes Lernen (unsupervised learning)

gewiinschte Eigenschaften des Loseverfahrens:

> Korrektheit
der Losungen fiir die gegebenen Beispiele

» Generalisierung
»sinnvolle” Lésungen fiir 3hnliche Aufgaben
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Korrigierendes Lernen

Trainingsmenge: Menge von Paaren (Eingabe, Ausgabe)
(partielle Funktion an Stiitzstellen)
Lernziel: (moglichst einfache) Funktion, die an den
Stiitzstellen mit der Trainingsmenge iibereinstimmt

Riickmeldung: Trainer sagt nach jedem Lernschritt die korrekte
Ausgabe.

Prinzip: Lernen durch Nachahmen (mit Korrektur)

Anwendung z.B. bei

» Kilassizierung (Zuordnung von Objekten / Féllen zu Klassen,
abhingig von den Merkmalen der Objekte)
z.B. Zuordnung Sensorwerte — Alarmklasse
Trainingsmenge ist
Menge von Paaren (Objekteigenschaften, Klasse)

» Lernen von Funktionen: Trainingsmenge ist
Menge von Paaren (Parameter, Funktionswert)
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Bestarkendes Lernen (reinforcement learning)

Trainingsmenge: Menge von Paaren (Eingabe, Erfolg € {ja, nein})
Lernziel: (moglichst einfache) Funktion, die den Stiitzstellen
korrekte Werte zuordnet
Riickmeldung: Trainer sagt nach jedem Lernschritt, ob die
Ausgabe korrekt war.
Idee: Lernen durch Probieren

» Klassifizierung: Trainingsmenge ist
Menge von Objekten (mit ihren Eigenschaften)
Bewertung der Losung: ja, falls Zuordnung zur korrekten
Klasse, sonst nein

» Lernen von Planen (Anlagestrategien, Bewegungsabliufe usw.)
z.B. Steuern eines autonomen Fahrzeuges
Trainingsmenge: Strecke(n),
Folge von Paaren (Sensordaten, Steuersignale)
Bewertung der Losung: ja, falls Plan zum Erfolg gefiihrt hat
(z.B. Fahrzeug fahrt > n km ohne Eingriff) , sonst nein
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Untiberwachtes Lernen

Trainingsmenge: Menge von Eingaben

Lernziel:  » Gruppierung dhnliche Muster
» oft auch topologisch sinnvolle Anordnung

Idee: Lernen ohne Trainer (ohne Riickmeldung)

» Entdecken von Strukturen

» Selbstorganisation von Objekten zu Gruppen
(mit gemeinsamen Merkmalen, typische Vertreter)

» topologieerhaltende Abbildungen
(z.B. Korperteile — Gehirnregionen)

» Assoziation (z.B. in Schrifterkennung)
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Neuronale Netze

Neuron — Nerv (griechisch)

Modellierung und Simulation der Strukturen und Mechanismen im

Nervensystem von Lebewesen

Biologisches Vorbild

Mathematisches Modell

Nervenzellen (Neuronen)

kiinstliche Neuronen

Struktur (eines Teiles) eines
Nervensystems

kiinstliche neuronale Netze (KNN)
unterschiedlicher Struktur

Aktivierung von Neuronen,
Reiziibertragung

kiinstlichen Neuronen zugeordnete
Funktionen

Anpassung (Lernen)

Anderungen verschiedener Parameter
des KNN
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Naturliche Neuronen

ZNS besteht aus miteinander verbundenen Nervenzellen
(Neuronen)

Struktur eines Neurons:
> Zellkorper
» Dendriten
» Synapsen (verstdrkende, hemmende)
> Axon
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Naturliche Neuronen — Funktionsweise

Informationsiibertragung durch elektrochemische Vorgéange:

>
>

>

>

aktivierte Zelle setzt an Synapsen Neurotransmitter frei,

Neurotransmitter andern die Durchldssigkeit der Zellmembran
fiir lonen an den Dendriten der empfangenden Zelle,
Potential innerhalb der empfangenden Zelle andert sich durch
diffundierende lonen,

tiberschreitet die Summe der an allen Synapsen entstandenen
Potentiale (Gesamtpotential) der Zelle einen Schwellwert,
entsteht ein Aktionsspotential (Zelle feuert),

Aktionspotential (Spannungsspitze) durchquert das Axon
(Nervenfaser) zu den Synapsen zu Nachbarzellen,

aktivierte Zelle setzt an Synapsen Neurotransmitter frei, usw.

Starke der Information durch Haufigkeit der Spannungsspitzen
(Frequenzmodulation).
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Eigenschaften natiirlicher neuronaler Netze

» geringe Taktrate 1073 s
> parallele Arbeit sehr vieler (10'!) Neuronen

» Neuronen sehr stark miteinander vernetzt
(ca. 10 000 Nachbarn)

» Verarbeitungseinheit = Speicher

Vorteile:

» hohe Arbeitsgeschwindigkeit durch Parallelitat,

» Funktionsfahigkeit auch nach Ausfall von Teilen des Netzes,
» Lernfihigkeit,
>

Moglichkeit zur Generalisierung

Ziel: Nutzung dieser Vorteile zum Probleml&sen
durch Wissensreprasentation als kiinstliche neuronale Netze
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Naturliche Neuronen — Lernen

Speicherung von Informationen durch Anpassung der
Durchlassigkeit (Leitfahigkeit) der Synapsen

» Regel von Hebb (1949):
Synapsen zwischen gleichzeitig aktiven Zellen werden immer
durchlassiger (Reizschwelle wird verringert),
Verbindung an dieser Synapse wird stirker

» lange nicht benutzte Synapsen verlieren mit der Zeit ihre
Durchlassigkeit
Verbindung an dieser Synapse wird schwécher.
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Anwendungen kiinstlicher neuronaler Netze

Anwendungsgebiete:

>

vVvYvyVvyVvyy

Bildverarbeitung, z.B.

» Objekterkennung
» Szenenerkennung
» Schrifterkennung
» Kantenerkennung

Medizin, z.B. Auswertung von Bildern, Langzeit-EKGs
automatische Spracherkennung

Sicherheit, z.B. Biometrische Identifizierung

Wirtschaft, z.B. Aktienprognosen, Kreditrisikoabschatzung
Robotik, z.B. Lernen vom Bewegungsablaufen

Steuerung autonomer Fahrzeuge
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Geschichte kiinstlicher neuronaler Netze

>

>

VVyVYyVYVYVYVVYYVYYVYY

1943, Warren McCulloch, Walter Pitts:
A logical calculus of the ideas immanent in nervous activity

1949, Donald O. Hebb: Lernmodell
The organization of behaviour

1957 Frank Rosenblatt: Perzeptron (1 Schicht)
erster Neurocomputer MARK 1
(Ziffernerkennung in 20 x 20-Bildsensor)

1969, Marvin Minsky, Seymour Papert: Perceptrons

1971 Perzeptron mit 8 Schichten

1974 Backpropagation (Erfindung)

1982, Teuvo Kohonen: selbstorganisierene Karten

1982, John Hopfield: Hopfield-Netze

1985, Backpropagation (Anwendung)

1997, long short-term memory (Erfindung)

2000, Begriff Deep Learning fiir KNN, Faltungsnetze (CNN)
2006, long short-term memory (Anwendung)

2009, verstarkt Training mit GPUs

2017, AlphaZero, ... 191



Kiinstliche Neuronen:
McCulloch-Pitts-Neuron ohne Hemmung

einfaches abstraktes Neuronenmodell von
McCulloch und Pitts, 1943

Aufbau eines kiinstlichen Neurons u (Tafel)

Eingabe: x=(X1,...,Xm,) €{0,1}™  (ankommende Reize)
Schwellwert: 6, € R (Reizschwelle)
Ausgabe: f(x1,...,%Xm,) € {0,1} (weitergegebener Reiz)

Parameter eines McCulloch-Pitts-Neurons v ohne Hemmung:
» m,: Anzahl der (erregenden) Eingdnge
» 0,: Schwellwert
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McCulloch-Pitts-Neuron ohne Hemmung: Funktionen
Eingangsfunktion des Neurons u: /,: {0,1}™ — R mit

my
lu(x1, ..o Xm,) = ZX,'
i=1

(Summe aller erregenden Eingange des Neurons u)
Aktivierungsfunktion des Neurons u (abhéngig vom Schwellwert
0,): A R x R — {0,1} mit

1 fallsv >80,
AulBu, v) = { 0 sonst

(Stufenfunktion mit Stufe bei 6,,)
Ausgabefunktion des Neurons u: O,: {0,1} — {0,1} mit

Ou(v)=v

(Identitat)
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McCulloch-Pitts-Neuron ohne Hemmung: Berechnung

vom Neuron u berechnete Funktion: f,: {0,1}™ — {0,1} mit

fu(Xl,...,Xmu) = Ou(Au(emlu(Xla--'7Xmu)))

1 falls Y™ x; > 6,
0 sonst

m,-stellige Boolesche Funktion
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McCulloch-Pitts-Neuron ohne Hemmung: Beispiele
elementare Boolesche Funktionen V, A
mehrstellige V, A

Existiert zu jeder Booleschen Funktion f : {0,1}" — {0, 1} ein
McCulloch-Pitts-Neuron ohne Hemmung, welches f berechnet?

Nein, nur monotone Boolesche Funktionen,
z.B. = nicht

Warum?
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Geometrische Interpretation
Jedes McCulloch-Pitts-Neuron u mit m, Eingdngen teilt die Menge
{0,1}™ in zwei Teilmengen:

1) = {5 %m,) €0,13™ | f(x1y. ..y Xm,) = 1}

= (G xm) € {01 S 26,

i=1

£10) = {(x1,.. ., Xm,) € {0,13™ | f(x1,...,Xm,) =1}

= {(x1,. .., xm,) € {0,1}™ | Z < 0,)

i=1

geometrische Interpretation als Teilrdume des R™
Grenze zwischen beiden Bereichen:

(my, — 1)-dimensionaler Teilraum Y7 x; = 6
parallele Schnitte (abhéngig von 0)
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Geometrische Interpretation: Beispiele

Beispiele:

» Neuron u mit m, = 2 Eingdngen und Schwellwert 6, = 1

1 fallsxg +x >1
fulxa, x2) = 0 sonst

Bereich der x1, xo-Ebene mit f,(x1,x2) = 1 ist die Halbebene
mit xo > 1 — x7.

x2 = g(x1) = 1 — xq ist eine lineare Trennfunktion zwischen
den Halbebenen mit f,(x1,x2) = 0 und f,(x1,x2) = 1.

» Neuron v mit m, = 3 Eingéngen und 6§, =1
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Linear trennbare Funktionen

Zwei Mengen A, B C IR" heiBen genau dann linear trennbar, wenn
eine lineare Funktion g : R” — R mit
g(x1,...,Xxn) = a0 + Y i, aixi existiert, so dass
> fiir alle (x1,...,xn) € Agilt g(x1,...,%x,) >0
> fiir alle (x1,...,xp) € B gilt g(x1,...,x,) <0
(eindeutig beschreiben durch n + 1-Tupel (ag, a1, ..., an) )

Eine Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1} heiBt genau dann
linear trennbar, wenn die Mengen f~1(0) und £~1(1) linear
trennbar sind.

Beispiele: V, A, —ix1, x1 = x2, X1 A X2

Die Boolesche Funktion XOR ist nicht linear trennbar.
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McCulloch-Pitts-Neuron mit Hemmung

McCulloch-Pitts-Neuron v mit Hemmung:

Eingabewerte: x = (x1,...,%m,) € {0,1}™ erregend
y=W1---,ym,) € {0, 1}m hemmend

Schwellwert: 0, € R

Ausgabe: f(xt, - Xmys Y15+, Ymy) € {0,1}

Parameter eines McCulloch-Pitts-Neurons u (mit Hemmung):
» m,: Anzahl der erregenden Eingénge
» m/,;: Anzahl der hemmenden Einginge

» 0,: Schwellwert
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Funktionen bei hemmenden Eingangen
Eingangsfunktion des Neurons u: /, : {0,1}™+™ — R x R

Iu(Xla"'axmua_yla"')ym - ZXI)Z.VI

i=1 i=1

(Summe aller erregenden Eingange des Neurons u,
Summe aller hemmenden Eingénge des Neurons u)
Aktivierungsfunktion des Neurons u (abhéngig von 6,):
A,:Rx (R xR)— {0,1}

1 fallsx>#6,und y <0

A0 (xo) = {

0 sonst
(Stufenfunktion)
Ausgabefunktion des Neurons u: O,: {0,1} — {0,1} mit
Ou(v)=v

(Identitat)
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Berechnung bei hemmenden Eingadngen
Gesamtfunktion des Neurons u

fu(Xla ce Xmys Y1, aymf,) = OU(AU(eua IU(le s Xmys Y1 - aym{,)))

Jedes McCulloch-Pitts-Neuron u mit m, erregenden Eingdngen,
m/, hemmenden Eingdngen und Schwellwert 6, reprisentiert die
Boolesche Funktion f, : {0,1}™+m: — {0,1}:

falls -7 x; > 6,

fU(le"'7Xmu7y17"'7ym{,) = und Z,r'lill}/i <0
0 sonst

Beispiele mit Hemmung:
P elementare Boolesche Funktion: —
» komplexere Boolesche Funktionen, z.B.
X1 N\ —Xo
—x1 A\ Xo N\ X3,
(x1 V —x2 V —x3)
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McCulloch-Pitts-Netze

McCulloch-Pitts-Netz:

gerichteter Graph mit
» McCulloch-Pitts-Neuronen als Ecken und

» gerichteten Kanten zwischen Neuronen
zwei Arten: erregend, hemmend

Berechnung der Neuronen-Funktionen
(entsprechend Struktur des Netzes):

> parallel
> sequentiell

> rekursiv
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McCulloch-Pitts-Netze

Ein-Schicht-McCulloch-Pitts-Netz
parallele Schaltung mehrerer
Mc-Culloch-Pitts-Neuronen
reprasentiert Boolesche Funktionen mit mehreren
Ausgaben
Beispiel: Parallelschaltung von x; A =x> und —x3 A xo
Mehr-Schicht-McCulloch-Pitts-Netz
parallele und sequentielle Schaltung mehrerer
Mc-Culloch-Pitts-Neuronen
Beispiel: XOR

Analogie zu logischen Schaltkreisen

Jede Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0, 1} lasst sich durch ein
McCulloch-Pitts-Netz berechnen.

McCulloch-Pitts-Netz mit zwei Schichten geniigt
(analog DNF, CNF in Aussagenlogik)
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Modifikationen von McCulloch-Pitts-Neuronen

>

>

| 2

Durch Vervielfachung eines Einganges erhoht sich seine
Wirkung (sein Gewicht).

Vervielfachung (absolut) hemmender Eingdnge dndert die
berechnete Funktion nicht.

relative Hemmung:

hemmende Eingdnge verhindern das Feuern der Zelle nicht
vollig, sondern erschweren es (erhéhen den Schwellwert,
negatives Gewicht).

Absolute Hemmung lasst sich durch relative Hemmung mit
groBer Schwellwerterhohung (auf Anzahl aller erregenden
Eingdnge +1) simulieren.

Durch Einfiihrung von Gewichten wird Trennung in hemmende
und erregende Eingdnge iiberfliissig.
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Parameter kiinstlicher Neuronen

verschiedene kiinstliche Neuronenmodelle unterscheiden sich in:
» Anzahl Typen der Ein- und Ausgabewerte,
P zuldssige Gewichte an den Eingangskanten,

» Eingabe-, Ausgabe- und Aktivierungsfunktion

Jedes Neuron mit m Eingdngen reprasentiert eine Funktion von m
Eingabewerten
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Schwellwertneuronen

Idee: gewichtete Eingdnge
» zur Modellierung der Starke der synaptischen Bindung

> ermdglichen Lernen durch Anderung der Gewichte

Mathematisches Modell:
Schwellwertneuron (Perzeptron)

Eingabewerte: x=(x1,...,xm) € {0,1}™
Eingangsgewichte: w = (wy,...,wy,) € R™

Schwellwert: 0cR

Ausgabe: a(xi,...,xm) € 40,1} Aktivitat

Parameter eines Schwellwertneuronens u:
» m,: Anzahl der (erregenden) Einginge
» (wi,...,wny,) € R™: Eingangsgewichte
» 0,: Schwellwert
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Schwellwertneuronen: Funktionen
Eingangsfunktion des Neurons u (abhéngig von (wi, ..., wp,)):

L R™ x {0,1}™ — R mit
my
li(Wi, ooy Wiy, X1y v oy Xmy ) = Z W;X;
i=1

(gewichtete Summe aller Eingdnge des Neurons u)
Aktivierungsfunktion des Neurons u (abhangig von 6,):
AR xR — {0,1} mit

1 fallsv >80,
Au(Bu, v) = { 0 sonst

(Stufenfunktion)
Ausgabefunktion des Neurons u: O,: {0,1} — {0,1} mit

Ou(v)=v

(Identitat)
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Schwellwertneuronen: Berechnung

vom Neuron u berechnete Funktion: f,: {0,1}™ — {0,1} mit

fulxt, ooy xm,) = Ou(Au(Ou, lu(wi, ..., Wmy, X1,y Xm,)))
B 1 falls (w,x) > 6,
N { 0 sonst
Wiederholung:
Som 1 wixi = (w, x) Skalarprodukt
der Vektoren w = (wy, ..., w,) und x = (x1,...,Xp)

Jedes Schwellwertneuron u mit m, Eingdngen reprasentiert eine
Boolesche Funktion £, : {0,1}™ — {0,1}

Auch mit Schwellwertneuronen lassen sich nur linear trennbare
Boolesche Funktionen berechnen (XOR nicht).
Beispiele: V, A, —, ((x1 A (x3 V =x2) V (—x2 A x3)
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Schwellwertneuronen: geometrische Interpretation

Jedes Schwellwertneuron u mit m, Eingdngen teilt
die Menge {0,1}™ der Eingabevektoren (Punkte im R™)
in zwei Teilmengen (Teilrdume des R™):

1) = {(a,....xm,) € {0, 1™ | f(x1,...,xm,) =1}
= {(x1,..-,Xm,) €{0,1}™ | (w,x) > 6,}

£710) = {(x1,...,xm,) € {0,1}™ | f(x1,...,xm,) = 0}
= {(x1,...,xm,) € {0,1}™ | (w,x) < 0,}

Grenze: durch (w, x) = 6, beschriebene (m, — 1)-dimensionale
Hyperebene (Teilraum)
(parallele Schnitte)
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Schwellwert als Gewicht (Bias-Neuronen)

Neuron mit Schwellwert 6
Hinzufiigen eines zusatzlichen Eingangs xo (bias neuron)
mit Wert xo = 1 (konstant)

Gewicht des Einganges xp: wp = —0

n n
Z wix; > 60 gdw. Z wixi —60 >0
i=1 i=1

n
gdw. Z wix; > 0
i=0
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Uberwachtes Lernen einzelner Schwellwertneuronenn

Aufgabe: Konstruktion eines Schwellwertneurons zur
Berechnung einer Booleschen Funktion
f:{0,1}" — {0,1}
Trainingsmenge: Menge T von Paaren (x, t) aus
» Eingabevektoren x € {0,1}" und
» Funktionswerten t = f(x) € {0,1}
(Werte der Funktion f an Stiitzstellen)

Struktur des Schwellwertneuronens: Schwellwertneuron mit m + 1
Eingdngen (bias xp)
und Eingangsgewichten (wp, ..., wy,) € R™*!
Idee: automatisches Lernen der Funktion durch

(wiederholte) Anderung der Gewichte

Lernziel: Gewichte (wg, ..., w},) € R™1, so dass das
Schwellwertneuron die Funktion f berechnet
(Korrektheit an Stiitzstellen)
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A-Regel
Idee: Lernen aus Fehlern (und deren Korrektur)

Delta-Regel:

Vie{0,....,m}:w =w;+Aw; mit Aw; =nx(t—y)

» Trainingswert t
» vom Netz berechneter Wert y
» Lernrate n € R (Grad der Verstdrkung der Verbindung)

korrigierendes Lernen,
(falls x; aktiv und y # t)

Beispiel: =, A, —
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A-Lernverfahren fiir Schwellwertneuronen

» Beginn mit zufilligen Eingangsgewichten (wo, ..., w,) € R™
(Schwellwert als Gewicht),

» die folgenden Schritte so oft wiederholen, bis der Fehler
verschwindet (oder hinreichend klein ist):

1. Bestimmung der Schwellwertneuron-Ausgabe y fiir
Trainingspaar (x, t)

2. Bestimmung des Fehlers t — y der tatsachlichen zur
gewiinschten Ausgabe vom Trainingsziel t
(als Funktion e(wp, ..., wn) von den aktuellen Gewichten
WO, -y W),

3. Bestimmung geeigneter Gewichtsanderungen Aw;

4. Zuordnung der neuen Gewichte w/ = w; + Aw;
zur Verringerung des (zukiinftigen) Fehlers
(e(wg, ..., w)) < e(wo,...,w,))



Online-Lernen und Batch-Lernen
Lernen durch schrittweise
1. Berechnung des Fehlers
2. Berechnung der notwendigen Gewichtsdanderungen
3. Anderung der Gewichte
Verfahren nach Zeitpunkt der Gewichtsanderung:

Online-Lernen Berechnung von Fehler und Gewichtsdifferenzen fiir
jedes Trainingsmuster,
Anderung der Gewichte sofort fiir jedes Trainingpaar

Batch-Lernen (Lernen in Epochen)
Epoche: Berechnung fiir jedes Paar der
Trainingsmenge
Berechnung von Fehler und Gewichtsdifferenzen fiir
die gesamte Trainingsmenge (z.B. Summe iiber alle
Trainingpaare)
Anderung der Gewichte erst nach einer ganzen
Epoche
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Konvergenz des Lernverfahrens

Konvergenzsatz:
Fiir jede Trainingsmenge

T C{(xD, ey vief1,...,n:xD e{0,1}™} A t1) € {0,1}},

fiir welche die Mengen

To={x|(x,0) € T}und T1 ={x | (x,1) € T}

linear trennbar sind,

terminieren sowohl Online- als auch Batch-Lernen eines
Schwellwertneuronens (passender Struktur) nach endlich vielen
Schritten.

Die vom so trainierten Schwellwertneuron berechnete Funktion
trennt die Mengen Ty und T7 voneinander.
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Netze aus Schwellwertneuronen

Ein-Schicht-Schwellwertneuronen-Netz
parallele Schaltung mehrerer Schwellwertneuronen
reprasentiert Boolesche Funktionen mit mehreren
Ausgaben
Beispiel: Parallelschaltung von x; A xo und —x3 A =

Mehr-Schicht-Schwellwertneuronen-Netz
parallele und sequentielle Schaltung mehrerer
Schwellwertneuronen

Jede Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0, 1} lasst sich durch ein
Schwellwertneuronen-Netz berechnen.

Schwellwertneuronen-Netz mit zwei Schichten geniigt
(analog DNF, CNF in Aussagenlogik)
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Netze aus Schwellwertneuronen

Ein-Schicht-Schwellwertneuronen-Netz
parallele Schaltung mehrerer Schwellwertneuronen
reprasentiert Boolesche Funktionen mit mehreren
Ausgaben
Beispiel: Parallelschaltung von x; A xo und —x3 A =

Mehr-Schicht-Schwellwertneuronen-Netz
parallele und sequentielle Schaltung mehrerer
Schwellwertneuronen

Jede Boolesche Funktion f : {0,1}" — {0, 1} lasst sich durch ein
Schwellwertneuronen-Netz berechnen.

Schwellwertneuronen-Netz mit zwei Schichten geniigt
(analog DNF, CNF in Aussagenlogik)
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Feed-Forward-Netze (FFN)

>

vV v vy

v

V=U_VimitVi<je{l,...,n}:VinV,=10
Zerlegung der Menge der Neuronen in n disjunkte Schichten

Menge der Eingangsneuronen: V; (je ein Eingang)
Menge der Ausgangsneuronen: V,, (je ein Ausgang)
Neuronen aller anderen Schichten heiBen versteckte Neuronen

~1
E C U1 Vie X Vi
nur vorwartsgerichtete Kanten zwischen benachbarten Schichten

Gewichte bilden m x m-Matrix (mit m = Anzahl aller Neuronen)

» fiir FFN besteht die Gewichtsmatrix aus unabhangigen Blocken

FFN

Blocke sind die Gewichtsmatrizen zwischen den Schichten

als Berechnungsmodell:
parallele Berechnung (in den Neuronen einer Schicht)

sequentielle Berechnung (in miteinander verbundenen Neuronen
benachbarter Schichten)
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Perzeptron (historisch)
1958 Frank Rosenblatt, Idee: Modell der Netzhaut (Retina)
Aufbau des Perzeptrons:

1. Schicht (Eingabeschicht) : Menge S von Stimulus-Zellen
(Verteilung)

2. Schicht (Mittelschicht) : Menge A von Assoziations-Zellen
(Vorverarbeitung)

3. Schicht (Perzeptron-Schicht) : Menge R von Response-Zellen

Muster-Assoziator aus Schwellwertneuronen
(eigentliche Verarbeitung)

Verbindungen:

» zufallig zwischen Neuronen der Eingabeschicht und Neuronen der
Mittelschicht
feste Gewichte (zufllig)

» von jedem Neuron der Mittelschicht zu jedem Neuron der
Ausgabeschicht
trainierbare Gewichte

Jedes Ausgabeneuron teilt die Eingabemuster in zwei Klassen
(akzeptierte und nicht-akzeptierte)
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Ein-Schicht-FFN

» Abstraktion von der Eingabeschicht im historischen
Perzeptron-Modell
» nur Perzeptron-Schicht (Muster-Assoziator)

» Parallele Berechnung mehrerer kiinstlicher Neuronen
(hier Schwellwertneuronen)

Einginge: (X1,...,xm) €{0,1}™

Ausgénge: (vi,...,yn) € {0,1}"
Gewichtsmatrix W € R™*"

Gesamtberechnung des Ein-Schicht-FFN £ : {0,1}" — {0,1}" des
Neurons mit gewichteter Summe als Aktivierungsfunktion:

(X1, yXm) = (1, yn) mitVk € {1,...,n}:

. 1 falls Z/n;l = XjWijj > 0
Y= 0 sonst

(Matrixmultiplikation)
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Ein-Schicht-FFN: Training mit A-Regel
liberwachtes Lernen
Trainingsmenge: Menge von Paaren (x, t) aus

> Eingabevektoren x € {0,1}" und

> gewiinschten Ausgabeverktoren t € {0,1}"
Lernen mit Delta-Regel fiir Ein-Schicht-FFN:

» Beginn mit zufdlligen Eingangsgewichten w;; € R,

> fiir jede Eingabe der Trainingsmenge (x, t):

1. Netz berechnet die Ausgabe y = xW,
2. Zuordnung neuer Gewichte W,-’J- durch Delta-Regel:

wi = wi + A(wy) mit Awy) = nxi(t — y))
» wiederholen, bis der Fehler klein genug ist.
Das Lernverfahren mit Delta-Regel konvergiert fiir
» jede linear trennbare Boolesche Funktion f und
» hinreichend kleine Lernquote n
in endliche vielen Schritten zu einem Ein-Schicht-FFN, welche die
Funktion f berechnet.
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Kiinstliche Neuronen mit reellen Ein- und Ausgangen

Parameter:
Eingdnge: X1y, Xm € R™
Eingangsgewichte wi,...,w, € R™
Ausgang: f((x,w)) e R

» Eingangsfunktion / : R™ — R
> Aktivierungsfunktion A: R — R
» Ausgabefunktion O : R — R

Gesamtberechnung f : R™ — R des Neurons:

f(x1,...,xm) = O(A(l(x1,...,Xxm)))
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Klassifikation durch Ein-Schicht-FFN

Klassifikation:
Zerlegung einer Menge M von Werten in (paarweise disjunkte) Klassen
{C, ..., Cy}, welche die Wertemenge vollstandig iiberdecken

UG=m (vi£j:GnG=0)
i=1

Klassifikation des R™ durch KNN:
> Einginge (x1,...,Xn) € R™

> Ausgange (y1,-.-,¥a) € {0,1}"
fiir jede Klasse C; ein Ausgabeneuron y;
Ausgang y; = 1 gdw. Eingabe (x1,...,xn) € G

tiberwachtes Training des Ein-Schicht-FFN:
> zufdllige Startgewichte
> schrittweise Modifikation der Gewichte zur Verringerung des Fehlers

Ein-Schicht-FFN erkennt nur linear trennbare Klassen
Problem: Wie trainiert man Mehrschicht-FFN?
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Auswahl durch Mehrschicht-FFN — Beispiel

Beispiel: Auswahl aller Punkte im Einheitsquadrat

B 1 falls0<x <1A0<x<1
1 0 sonst

durch das 2-Schicht-FFN mit

» Eingdngen xi,xp und xo (bias)

» Ausgang y
» versteckten Neuronen zy,. ..,z und z (bias)
> Gewichte der ersten Schicht (zwischen (xp, x1, %) und (z1, ..., z):
1 01 o0
Wi=1 -1 0 O
0 01 -1

z; feuert gdw. x; < 1, z, feuert gdw. x; >0
z3 feuert gdw. xp < 1, z feuert gdw. x, > 0

» Gewichte der zweiten Schicht (zwischen (zp, ..., z) und y):
Wy = (-7/2,1,1,1,1)7
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Gesamtmatrix des FFN — Beispiel

X1 X2 Zp 2o Zy Z3 Z4

X0

0 -7/2

0

0

X0

X1

X2

20
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Mehr-Schicht-FFN mit linearer Aktivierung

Netzeinginge: (X5 -y X)) €R™

Netzausginge: O, y,) €ER"

Neuronen (/ Schichten ): (2,...,2)) e R~ (Eingabeneuronen)
: (versteckte Neuronen)
(#,...,7,) € R¥ (Ausgabeneuronen)

Gewichtsmatrizen WU) € R5*k+ fiir jedes j € {0,...,/ —1}

lineare Aktivierungsfunktion /: R — R mit /(x) = mx
Ausgabe des Neurons z/ in Schicht j:

G—1

kj71
72 = (AU (xs e xi)) = m [ S wizf ™)
=1

Netzausgabe:

f(x1y- ey xm) =m'(x,... ,xm)W(O) RV AC m'(xq, ..., xm)W
mit W = WO ... Wl=1) (Matrixmultiplikation)
Jede Funktion, die von einem Mehr-Schicht-FFN mit linearer Aktivierung

berechnet wird, kann also auch durch ein Ein-Schicht-FFN mit linearer

Aktivierung berechnet werden.
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Approximation von Funktionen

gegeben: Menge von Trainingspaaren {(x(1), t(M) .. (x(¥) ¢(k))}
k Stiitzstellen und Werte an diesen Stiitzstellen
(z.B. Messwerte)

Ziel:

Konstruktion eines KNN zur Approximation dieser Funktion durch
» lineare Funktionen
» Stufenfunktionen

> komplexere Funktionen
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Quadratischer Fehler

Approximation einer Menge von Trainingspaaren
(Funktionswerte an Stiitzstellen)
durch Funktion gegebenen Typs (z.B. linear)

» Trainingsmenge liefert Stiitzstellen:
(Xits -+ Xums ) keqa,.. my

» approximierende Funktion f : R" — R

> Fehler an der Stiitzstelle (xk1, - .., Xkn):
te — F(Xk1, - -5 Xkn)
» quadratischer Fehler an der Stiitzstelle (xk1, ..., Xkn):

E. = (tk — f(Xkl, - 7X/<,,))2

» quadratischer Gesamtfehler (Summe iiber alle Trainingspaare /
Stiitzstellen):

E = Z(tk—kal,.. an))

Trainingsziel: Minimierung des quadratlschen Fehlers
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Beispiel
Bestimmung der Parameter m, n einer Geraden y = f(x) = mx + n aus
einer Menge gegebener (ungenauer) Trainingspaare (x, t), z.B.:

{(1,10),(2,7),(4,5), (5, 1)}
(ganz einfaches) Ein-Schicht-FFN:
» ein Eingang xy, ein Bias-Neuron xg
> ein Ausgangsneuron y
» Gewichte: wo = n,w; = m
Funktionen des Ausgabeneurons y:
» Eingangsfunktion /: gewichtete Summe nxg + mx; = mxy +n
» Aktivierungsfunktion A: ldentitét (linear)
» Ausgangsfunktion O: ldentitat

Dieses Netz berechnet die Funktion

f(x) = O(A(I(x1))) = I(x1) = mxy +n

Ermittlung der Parameter m, n durch Training des Netzes (A-Regel)
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Methode der kleinsten Quadrate

direkte Berechnung mit Hilfe der partiellen Ableitungen nach m und n
I I
E= Z k—ka ZZZ(tk—ka—n)z
k=1 k=1

partielle Ableitungen nach m und n:
OE ’
— > (=2) (te — mxic — n) xi

om
k=1

! i /
-2 (Z tuXkx — mZx,f — ank>
k=1 k=1 k=1
OF /
o = > (=2) (te — mxi — n)

k=1

! !
= =2 (Z tx — mZxk — n/>
k=1 k=1
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Bestimmung der Parameter

Im Minimum von f sind alle partiellen Ableitungen 0.
Das ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir m und n:

I I I
Zthk—mZX,f—ank =0
k=1 k=1 k=1
I I
Ztk—mZxk—/n =0
k=1 k=1

mit den Lésungen

/ /
Dokmr e — MDY g Xk
/

ISy tkXk — (Z’kzl fk) (Zlkzl Xk)
22:1 X = (ZL:l Xk)z

im Beispiel m=—-2,n=47/4
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Berechnung der Gewichts-Verschiebungen

Ziel:
Minimierung des Fehlers durch schrittweise Verschiebung des
Gewichtsvektors

Methode: Gradientenabstiegsverfahren

Verschiebung des Gewichtsvektors in Richtung des steilsten
Abstieges (entgegen dem steilsten Anstieg) der Fehlerfunktion (als
Funktion der Gewichte)

steilster Anstieg: Gradient (partielle Ableitungen)

Gradientenabstiegsverfahren fiihrt oft, aber nicht immer zu einem
geeigneten (globalen) Minimum der Fehlerkurve,
endet mitunter in lokalem Minimum

Voraussetzung: Fehlerfunktion ist differenzierbar
zur Anwendung in KNN: differenzierbare Aktivierungsfunktion
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Sigmoide Aktivierungsfunktion

differenzierbare Approximation der Stufenfunktion:
sigmoide Funktion

+ iberall differenzierbar
Ableitung im Punkt x:

in jedem Punkt eindeutige Abstiegsrichtung

- erreicht die Werte 0 und 1 nie,
Toleranzbereiche notwendig, so entstehen Ungenauigkeiten
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Lineare Aktivierungsfunktionen und RelLU

lineare Aktivierung: Vx € R: A(x) = mx +n

+ einfach (schnell) zu berechnen
iiberall differenzierbar
Ableitung: konstant m
in jedem Punkt x > 0 eindeutige Abstiegsrichtung

ReLU(Rectified Linear Units): Vx € R : A(x) = max(0, x)

+ einfach (schnell) zu berechnen
fast iiberall differenzierbar
Ableitung: Stufenfunktion, 0 bei x < 0, 1 bei x > 0,
in jedem Punkt x > 0 eindeutige Abstiegsrichtung
- Problem: Ableitung nicht definiert bei x =0
(aber praktisch nicht relevant)
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Beispiel

(ganz einfaches) Ein-Schicht-FF-Netz: ein Neuron mit
» einem Eingang x € R,
» einem Gewicht w € R,
» Eingabefunktion /(x) = wx (gewichtete Summe)
» verschiedene Aktivierungsfunktionen A: R — R
» Ausgabefunktion: O(x) = x

berechnet eine Funktion f : R — R mit

y = f(x) = O(A(I(x))) = A(wx)
quadratischer Fehler fiir ein Trainingspaar (x, t):

E(w) = (t—y)* = (t = f(x))* = (t = A(wx))?

Ableitung der Fehlerfunktion nach dem Eingangsgewicht w:

OEW) _ By = 2(t — A(w) A (wx) = 2(¢ — A(w)) A (w)
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Beispiel mit identischer Aktivierungsfunktion

y = f(x) = O(A((x))) = A(wx) = wx

quadratischer Fehler:
E(w) = (t — y)? = (t — A(wx))? = (t — wx)?

Ableitung nach w:

ow

Gewichtsianderung:

Aw = —n’agf/vw) =n(t—y)x (A-Regel)
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Beispiel mit sigmoider Aktivierungsfunktion

1

y = f(x) = O(A(I(x))) = A(wx) = 11 e wx

quadratischer Fehler:

E(w) = (t —y)* = (t — A(wx))?

Il
N
~
|

[y
_|_
|
|
N
S~
N

Ableitung nach w:

OE(w)
ow

= —2(t — A(wx))A" (wx) = =2(t — y)y(1 — y)x

Gewichtsanderung:

HE(w)

Aw = N = n(t—y)y(1—y)x

(Backpropagation-Regel fiir die Ausgabeschicht)
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Allgemeines Ein-Schicht-FF-Netz
Ein-Schicht-FF-Netz mit
» Eingingen x € R™,
» Ausgidngen y € R",
» Gewichtsmatrix W € R™*"
(Gewicht w;j; zwischen Eingang i und Ausgang j),
> Eingangsfunktion /(x) = "7, xiwj;
(gewichtete Summe der Eingédnge am Neuron j, Skalarprodukt
von x mit Spalte j der Gewichtsmatrix W)
» Ausgangsfunktion O(x) = x (ldentitat)
berechnet eine Funktion f : R™ — R” mit

Yj = fxa, ..., xm) = O(A(/(x1;. .., xm))) = A (inwij)

quadratischer Fehler fiir ein Trainingspaar (x,t) € R™ x R":

E=) (—y)=) (fj —A (in%'))
j=1 i=1

j=1
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Gewichtsanderungen
quadratischer Fehler fiir ein Trainingspaar (x,t) € R™ x R":

E=Y (5-y)=) (fj —A (ZXiWa'))
j=1 i=1

j=1

Ableitung nach w;;:

OE  OE dy;  OEOA(I(x1,---,xm)) Ol(x1, - - - Xm)

ow; 8iyjaw,-j ~dy; Ol(x1,. ..y Xm) ow;j
B OA(I(x1s - -+ Xm))
= (5=y) O(x1, -y Xm) Xi

Gewichtsanderungen:

OE OA (D1 xiwjj
Awjj = T n(t; — ;) (2im 2iv%5)

owj;
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Beispiele

identische Aktivierung A(x) = x

OA (X7Ly xiwy) _ O3y xiwy _

6W,‘j (9W,'j -

OE
Aw; = N By = n(t; — y;)xi  (Delta-Regel)

sigmoide Aktivierung A(x) = H%

0A (2:11 XiWiJ')

6Wij :yj(l _yj)Xi
OE
Awy == g =t =iyl = )
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Mehrschicht-FFN

» Eingabeschicht x
> versteckte Schichten z(1), ..., z(")

» Ausgabeschicht y

gewichtete Verbindungen zwischen

» x und z(M)

> fiir alle j € {0, ..., n;} zwischen z() und z(" 1)

> z(" und y
Darstellung der Gewichte zwischen benachbarten Schichten als
Matrizen

(nur relevante Blocke der gesamten Gewichtsmatrix)
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Backpropagation in FFN
(Bryson, Ho 1969, Rummelhard, McClelland 1986)

Ziel: Geeignete Modifikation aller Gewichte im FFN zur
Verrringerung des Gesamtfehlers

Idee:

» Betrachte jedes Gewicht w,, als Eingangsgewicht des
Teilnetzes zwischen Neuron v und Netz-Ausgangen

> Netzeingabe in dieses Teilnetz ist w,, 0, mit Netzausgabe o,
des Neurons u

> partielle Ableitung % = 0,0, mit Fehleranteil
Sy =o,(1—o0y) Zp Wypdp, Wobei p iiber alle direkten
Nachfolger von v lduft
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Backpropagation-Training

in jedem Schritt 2 Durchldufe des FFN:

Vorwarts-Schritt: Berechnung der Netzausgabe
Speichern der Netzausgabe o, in jedem Neuron u
Speichern der Ableitung der Netzausgabe o,(1 — o)
in jedem Neuron u

Riickwéarts-Schritt: Berechnung des Fehleranteils ,, jedes Neurons
aus den Fehleranteilen aller Nachfolger-Neuronen

0y = oy(1 —ou) Zp WyuOp,
Speichern der Fehleranteile §,, in jedem Neuron u

danach Anpassung aller Gewichte um Aw,, = —no,d,
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Zwei-Schicht-Feed-Forward-Netz — Beispiel
(ganz einfaches) Zwei-Schicht-Feed-Forward-Netz:
» Eingabe: ein Neuron x
keine gewichteten Eingange
Eingangs-, Aktivierungs- und Ausgangsfunktion: Identitat
> versteckte Schicht: ein Neuron h
ein gewichteter Eingang (von x, Gewicht wp)
Eingangsfunktion: gewichtete Summe, hier nur wy,x
Aktivierungsfunktion: sigmoid Ap(v) = H%
Ausgangsfunktion: Identitat
> Ausgabe: ein Neuron y
ein gewichteter Eingang (von h, Gewicht wy,)
Eingangsfunktion: gewichtete Summe, hier nur wy, h
Aktivierungsfunktion: sigmoid
Ausgangsfunktion: Identitat
Netz berechnet die Funktion f : R — R mit

F(x) = £, (fa(x)) = Oy (Ay (I, (On(An(In(x))) = Ay (Why An(winx))
(Verkettung von Funktionen)
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Backpropagation-Methode — Beispiel
Backpropagation-Schritte fiir ein Trainingspaar (x, t):

1. Vorwiérts-Schritt: Funktionskomposition
schichtweise Berechnung der Neuronen-Ein- und -Ausgaben

» Berechnung der Ein- und Ausgaben jedes Neurons aus der
Eingabe x
on = On(An(In(x)))) = o=
oy = Oy(Ay(Iy(h)))) = ﬁ

» Berechnung der Netzausgabe y = o,

> Berechnung des Fehlers E = (y — t)?

2. Riickwarts-Schritt: Multiplikation
schichtweise Berechnung der anteiligen Fehler §,,0, nach
Gradientenabstiegsverfahren

» Ausgabeschicht y:
oy = _aaiAEy = (t - Oy)A; = (t —oy)o,(1 — o))
» versteckte Schicht h: 6, = §, wpyon(1 — op)

3. Aktualisierung der Gewichte
Aw,p, = 1ndpx, Awyy, = 10,0,
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Allgemeine Mehr-Schicht-Feed-Forward-Netze

FEN mit k Schichten s € {0, ..., k} zu je ns Neuronen und
(s)

Gewichten Wijs zwischen Ausgang des Neurons i der Schicht s — 1
und Eingang des Neurons j der Schicht s

k Gewichtsmatrizen W* € R™-1 x R

Verallgemeinerung der Backpropagation-Methode auf
» Parallelitdt (mehrere Neuronen je Schicht)

» Vorwadrts-Schritt: Addition mehrerer Eingaben
» Riickwarts-Schritt: partielle Ableitungen

» Kantengewichte: Multiplikation (beide Richtungen)

» mehrere versteckte Schichten:
mehrere Vorwarts- und Riickwartsschritte

246



Backpropagation-Lernen allgemein

» Instanziierung aller Gewichte mit kleinen zufalligen Werten

» BP-Verfahren fiir eine Epoche:

» BP-Verfahren fiir jedes Traingsmuster (x, t):
> Vorwirtsschritt (Ausgabe-Berechnung):
fiir jede Schicht s (Beginn bei Eingabeschicht):
Berechnung der Vektoren z(® = /(y*~Y) und
y = A(z®)) = A(I(y©*~V)) fiir jedes Neuron der Schicht s
> Riickwartsschritt (Gewichtsdifferenzen):
fiir die Ausgabeschicht k:
Berechnung des Vektors d¥) = (t — y*))y (1 — y ()
fiir jede Schicht s (Beginn bei letzter versteckter Schicht
k—1):

Berechnung des Vektors dj(s) =y (1 -y Z"(SH) S5 Wi

J m=1

fiir jedes Neuron j der Schicht s
» Aktualisierung aller Gewichte: WI-J(-S) = W,-J(-s) + ndj(s)y,-(s)
danach weiter mit nichstem Trainingsmuster (x',t)
danach weiter mit nachster Epoche

» Ende, falls erreichte Anderung des Fehlers klein (unter einer
Schranke)
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Backpropagation-Lernen mit Tragheit

zur Vermeidung von
» Oszillationen in ,,Schluchten” und

» Abbremsen auf Plateaus

W (s) . =(1+ a)w(s) + nd(s) (s)

mit Tragheit «

248



Anwendung von FFN mit Backpropagation

KNN zur Muster-Klassifikation

Klassifikation von Eingabemustern, z.B.

>

>
>
>

v

optische Zeichenerkennung
(z.B. Buchstaben, abstrahiert von Schriftart)

Erkennung akustischer Signale (z.B. Stimmen)
englische Ausspracheregeln (NETTALK)

Datenkompression (Eingabe = Ausgabe, Code in der
versteckten Schicht)

Vertrauenswiirdigkeit von Bankkunden (Risikoklassen)
Vorhersage (Wetter, Aktienkurse)

bisher: Boolesche Funktionen
(Klassifikation von Eingabevektoren nach
Ausgabe-Wahrheitswerten)
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Qualitat von BP-Netzen

gute Generalisierung:
KNN klassifiziert die meisten neuen Eingabemuster einer
Testdatenmenge (nicht aus der Trainingsmenge) richtig
abstrahiert von kleinen Abweichungen
abhingig von

» Netzarchitektur (nicht zu viele versteckte Neuronen)

» Auswahl der Trainingsmenge

Problem:
ibertrainierte Netze kennen die Trainingsmenge ,,auswendig”
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