Was bisher geschah: klassische Aussagenlogik
Syntax Symbole und Struktur
> Menge P von Aussagenvariablen (p,q,r,...)
> Junktoren (je mit Stelligkeit):
£(0), £(0), (1), V(2), A(2), = (2), > (2)
> aussagenlogische Formeln AL(P) (induktive Def.):
IA Atome (Aussagenvariablen) € P
IS zusammengesetzte Formeln (p, ¢, n,...):
Verkniipfung von Formeln durch Junktoren
Prinzip der strukturellen Induktion (iber Baumstruktur von Formeln
Semantik (Bedeutung der Syntaxelemente)
> einer Aussagenvariablen: Wahrheitswert € {0,1}
» aller Aussagenvariablen einer Menge P:
Belegung (Interpretation) W : P — {0,1}
> eines n-stelligen Junktors *:
Wahrheitswertfunktion [«] : {0,1}" — {0, 1}
» einer Formel unter einer Belegung W:
Funktion W : AL(P) — {0,1}
> Modell (erfullende Belegung) fur ¢ € AL(P):
Belegung W : P — {0,1} mit W(p) =1
> Modellmenge Mod(¢y) der Formel ¢ € AL(P):
Menge aller Modelle von ¢



WH: Modelle aussagenlogischer Formeln

Die Belegung W : P — {0,1} der Aussagenvariablen in P
erfiillt die Formel ¢ € AL(P) (ist ein Modell von ¢)
genau dann, wenn W(p) = 1.

Modellmenge (Menge aller Modelle) der Formel ¢ € AL(P):
Mod(p) ={W: P —={0,1} | W(p) = 1}

(Diese Darstellung ist oft kiirzer als die WW-Tabelle)

Beispiele:
> Mod(p V(g A—p)) = {Wio, Wor, Wi},

> Mod(p — p) = {Wo, W1} = {W : {p} — {0,1}}
(alle méglichen Belegungen fir p),

> Mod(pA—p)=10



Modellierungsbeispiel Party

umgangssprachliche Beschreibung der Situation (Kontext):

Anna geht zur Party, wenn Max oder Paul hingehen. (1)
Max geht zur Party, wenn Paul nicht hingeht. (2)
Anna geht nirgends ohne ihren Hund hin. (3)

formale Beschreibung der Situation:

> elementare Aussagen (Atome):
a Anna geht zur Party.
m Max geht zur Party.
p Paul geht zur Party.
h Annas Hund geht zur Party.

P ={a, h,m,p} (Menge der Aussagenvariablen)
> zusammengesetzte Aussage (aussagenlogische Formel):
p=((mVp)—a)A(-p— m)A—-(aA—h)ecAL(P)
@) ®3)
(1) 2 3

Modellmenge Mod(p) = ...
Menge aller Situationen, in denen alle Aussagen wahr sind

Welche dieser Situationen ist Hunde-frei? Mod(¢ A =h) = ...
s



Erfiillbarkeit und Allgemeingiltigkeit von Formeln
Definition: Eine Formel ¢ € AL(P) heiBt

erfiillbar , wenn Mod(¢) # 0,
also (wenigstens) eine Belegung W : P — {0,1} mit
W(p) = 1 existiert
Beispiel: =p — p
unerfiillbar (Widerspruch), wenn Mod(p) = 0,
also keine Belegung W : P — {0,1} mit W(p) =1
existiert.
(wenn also fiir jede Belegung W gilt W(y) = 0),
Beispiel: p A = p
allgemeingiltig (Tautologie), wenn Mod(y) = {W : P — {0,1}},
also fiir jede Belegung W : P — {0,1} gilt W(p) =1
(wenn also keine Belegung W mit W(p) = 0 existiert).
Beispiel: p — p

Fakt
Eine Formel ¢ € AL(P) ist genau dann allgemeingiiltig,
wenn die Formel = unerfiillbar ist.

Beweis: . ..
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Formelmengen

Formelmenge ® C AL(P)

(Menge von Bedingungen)

Beispiele:
> {p,p — q} CAL(P)
> {p,p — q,7q} C AL(P)
» {p—q} CAL(P)
> () C AL(P)
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Semantik von Formelmengen

Eine Belegung W : P — {0, 1} erfillt eine Menge ® C AL(P) von
Formeln genau dann, wenn W jede Formel ¢ € ® erfiillt.

Beispiele:
» einziges Modell fir {p,p — q}: Wi
» {p,p — q,—q} hat kein Modell,
» Modelle far {p — q}: Woo, Wo1, Wi
» Jede Belegung ist ein Modell fiir die Formelmenge ().
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Modellmengen von Formelmengen
Menge aller Modelle einer Menge & C AL(P) von Formeln:

Mod(®) = {W : P — {0,1} | fur jedes 1) € ® gilt W € Mod(v)}

kiirzere Formulierung derselben Definition: Mod(®) = ﬂ Mod(v))
Yped

Beispiele:

> Mod({p, p — g}) = Mod({p}) N Mod({p — q})

= {Wio, Wa1} N {Woo, Wor, Wa1} = { Wi},

> Mod({p,p = q,7q}) =1,

> Mod({p — q}) = {Woo, Wor, Wi1}

> Mod()) = {W : P — {0,1}} (Menge aller Belegungen)
Fakt

Eine Belegung W : P — {0,1} erfiillt eine endliche Formelmenge
& ={p1,...,pn} genau dann, wenn sie die Formel o1 A --- A\ @, erfiillt.

kiirzere Formulierung derselben Aussage: Mod(®) = Mod /\ P
peD
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Modellierung durch aussagenlogische Formelmengen
Aussagen:
1. Es wird nicht mehr viel Eis gekauft, wenn es kalt ist.
2. Der Eisverkaufer ist traurig, wenn nicht viel Eis gekauft wird.
3. Es ist kalt.
Darstellung als Formelmenge ® C AL({k, t,v}):

q):{k—)—!V,—'V*)t,k}

Mod(®) ={ W10}
neue zusatzliche Aussage:

4. Der Eisverkaufer ist nicht traurig.

Erweiterung der Formelmenge ¢ zu
' =oU{-t}={k = -v,mv—t k t}

Mod(®') = 0 (Formelmenge @’ unerfillbar)
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Semantische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln

Definition
Zwei Formeln ¢, € AL(P) heiBen genau dann
(semantisch) dquivalent (¢ = ), wenn Mod(y) = Mod(v).

alternative Formulierung:
© =1 gdw. fir jede Belegung W : P — {0,1} gilt W(p) = W(v).

Aquivalente Formeln haben dieselbe Semantik (Wahrheitswertfunktion).

Beispiele: p - g=-pV g, pVg=—-p—gqg
allgemein: Fir alle Formeln ¢, € AL(P) gilt

=Y = —pVY

eVY = e =9y

eAY = (e = )
peoh = (=)A= p)

Achtung: Das Symbol = ist kein Junktor (Syntax), sondern ein
Symbol fiir eine Beziehung zwischen Formeln (Semantik).

Aber: Fiir alle Formeln ¢, 1 € AL(P) lasst sich beweisen:
o = 1 gilt genau dann, wenn die Formel ¢ < 1 allgemeingiltig ist.
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Wichtige Aquivalenzen
Fiir alle aussagenlogischen Formeln ¢, ¢, n € AL(P) gilt:

>
>

>

v

eVo=p, ohp=p, pVi=p, pAt=gp
VY =y Ve, pAb=9vAp
(Kommutativitat von A und V)
eV(Vvn)=(pVi)Vn

oA AN =(pAY)An

(Assoziativitat von A und V)

oA V) =(pAY) V(e An)

V(AN =(pVP)A(pVn)
(Distributivgesetze)

——p = ¢ (Doppelnegation)

S(eVY)= o Ah, (e AY) =V
(DeMorgansche Regeln)

pVY=-(-p A=), @AY =(op V)
(Dualitat von A und V)

© — 1 = b — —p (Kontraposition)

(o A1) V (—p A1) = 4 (Fallunterscheidung)
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