Was bisher geschah: klassische Aussagenlogik

Syntax Symbole und Struktur, Junktoren: ¢, f , =, V, A, =, <>

Prinzip der strukturellen Induktion iiber Baumstruktur von Formeln,
arithmetischen Ausdriicken usw.

>
>

induktive Definition von (unendlichen) Mengen
induktive Definition von Funktionen auf induktiv definierten
Mengen

Semantik (Bedeutung der Syntaxelemente)

>
>
>
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vVvyVvyy

eines Junktors: Wahrheitswertfunktion

einer Aussagenvariablen: Wahrheitswert

einer Formel aus AL(P) unter einer Belegung

W : P — {0,1}: Funktion W : AL(P) — {0,1}

einer Formel aus AL(P) unter allen mdglichen Belegungen:
Boolesche Funktion

Modelle (erfiillende Belegungen) von Formeln
Modellmengen aussagenlogischer Formeln

Erfillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit von Formeln

semantische Aquivalenz von Formeln



WH: Semantische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln
Definition
Zwei Formeln ¢, 1 € AL(P) heiBen genau dann
(semantisch) dquivalent (¢ = 1), wenn Mod(¢) = Mod(2)).

alternative Formulierung:
© =1 gdw. fiir jede Belegung W : P — {0,1} gilt W(p) = W(v).

Aquivalente Formeln haben dieselbe Semantik (Wahrheitswertfunktion).

Beispiele: p > g=-pVg, pVg=-p—q
allgemein: Fiir alle Formeln ¢, € AL(P) gilt

p—=Y = eV

eVY = —p =

eANY = (¢ — )
peoh = (=)A= )

Achtung: Das Symbol = ist kein Junktor (Syntax), sondern ein
Symbol fiir eine Beziehung zwischen Formeln (Semantik).

Aber: Fiir alle Formeln ¢, € AL(P) lasst sich beweisen:
© = 1) gilt genau dann, wenn die Formel ¢ < 1) alleemeinglltig ist.



WH: Wichtige Aquivalenzen

Fiir alle aussagenlogischen Formeln ¢, v, n € AL(P) gilt:

> oVp=p, pAhe=p, eVEi=gp,

> pVY =9 Ve, pAY=9PAg
(Kommutativitdt von A und V)

> pV(YVn)=(pVy)Vn
e AW AN)=(PAP)An
(Assoziativitat von A und V)

> oA V) =(pAP)V (e An)
eV (LA =(pVP)A(pVn)
(Distributivgesetze)

» ——p = ¢ (Doppelnegation)

pAt=9p

> (eVY)=—p A, (pAY) =V

(DeMorgansche Regeln)

> oV =a(mpA), @AY =a(-pV 1))

(Dualitat von A und V)
> ¢ — ¢ = -1 — —¢ (Kontraposition)

> (p A1)V (mp A1) = (Fallunterscheidung)



WH: Nachweis von Aussagen liber alle Formeln

Aussagen der Form: Fiir alle Formeln ¢, ¢ € AL(P) gilt . ..
lassen sich nicht mit Wahrheitswerttabellen nachweisen.

Beispiel:

Fiir alle Formeln ¢, ¢ € AL(P) gilt ¢ = ¢ = -V ¢
Nach Definition von = ist zu zeigen: Mod(p — ¥) = Mod(—¢ V 9)

Mod (i — 1) Def,_Mod
Def. [—]
Def. <
Def. [-]
Def.:max

Def. [V]

Def. Mod

{W:

{W

(
P = {01} | W(p) < W()}
{w: (v
{W:
{W:
{W:

P—{0,1} | W(p — ) =1}

P —{0,1} | W(p) =0 oder W(¥) =1}
P —{0,1} | W(—p) =1 oder W(y) =1}
P —{0,1} [ max(W(=p), W(¥)) = 1}

P —={0,1} | W(—p V) =1}

Mod(—¢ V 1))



WH: Strukturelle Induktion

Induktive Definition von Mengen
Beispiel: Menge AL _,,({p, g}) aller aussagenlogischen Formeln, die
nur die Aussagenvariablen p, g und die Junktoren — und — enthalten

IA: Grundbausteine, im Bsp.: elementare Formeln (Atome) p, g

IS: Regeln zur Konstruktion zusammengesetzter Elemente
im Bsp.: Zusammensetzen von Formeln durch Junktoren
Fiir alle Formeln @1 und > aus der Menge AL¢- _1({p,q})
sind auch 1 und @1 — 3 in der Menge AL _,3({p, q}).

Beispiel: =p — (=g — p) € AL~ ;({p, q}), PV q & AL(— 1 ({p. q})

ermoglicht induktive Definition von Funktionen auf induktiv definierten
Mengen (Beispiel: Funktion f: AL _y({p,q}) = Z):

IA: Funktionswert fiir Grundbausteine, z.B. f(p) =2, f(q) =3

IS: Vorschrift zur Berechnung des Funktionswertes des
zusammengesetzten Elementes aus Funktionswerten der
Teilstrukturen

z.B. f(—p1) = 2f(p1), fo1 = @2) = F¢1) + 3 (¢2)
Beispiel: f(—p — (~g — p)) =40
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Beweise durch strukturelle Induktion

Induktiver Nachweis von Eigenschaften (E) jedes Elementes induktiv
definierter Mengen
Beispiel: Fiir jede Formel ¢ € AL{- _,3({p}) gilt f(v) > varcount(y) (E)

IA: Nachweis der Eigenschaft (E) fiir Grundbausteine,

im Bsp.: f(p) (De; f) 251 (Def. v;rcount)
IS: Nachweis der Eigenschaft (E) fiir zusammengesetzte Elemente aus
den Nachweisen der Eigenschaft fiir die Teilstrukturen

varcount(p)

IH (Induktionshypothese): Eigenschaft (E) fiir Teilstrukturen
im Bsp.: f(¢1) > varcount(y1) und f(p2) > varcount(yz)
IB (Induktionsbehauptung): Eigenschaft (E) fiir die (aus diesen
Teilstrukturen) zusammengesetzten Elemente, im Bsp.:
f(—p1) > varcount(—¢p1), f(p1 — 2) > varcount(pr — ©2)
B (Induktionsbeweis): Nachweis, dass IB aus IH folgt, Bsp.:

(1H)
f(—p1) = 2f(p1) > 2varcount(y1) > varcount(y;) = varcount(—y1)

(IH)
f(e1 — @2) = f(p1) + 3f(¢2) > varcount(p1) + 3varcount(ys)
> varcount (1) + varcount(p,) = varcount(p1 — ©2)
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Junktorbasen (vollstandige Operatorensysteme)
Zu einer Menge J von Junktoren ist die Menge AL ,(P) definiert durch
IA: Fir jede Aussagenvariable p € P gilt p € AL,(P)

IS:  » fiir jeden O-stelligen Junktor x € J gilt x € AL,(P)
> fiir jeden 1-stelligen Junktor * € J und alle Formeln
© € AL4(P) gilt xp € AL,(P)
> fiir jeden 2-stelligen Junktor x € J und alle Formeln
v, € ALy(P) gilt ¢ x 1 € AL,(P)

Definition: Eine Menge J von Junktoren heit genau dann
Junktorbasis (vollstandiges Operatorensystem), wenn
zu jeder Formel ¢ € AL(P) eine Formel ¢ € AL;(P) mit ¢ = ¢ existiert.

Beispiele:
» Die Mengen {—,V, A}, {—,V}, {—, A} sind Junktorbasen.
» Die Mengen {—,—}, {f,—} sind Junktorbasen. (UA)
> Die Mengen {V, A} und {V, A, —} sind keine Junktorbasen.  (UA)
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Beweis durch strukturelle Induktion — Beispiel

Fakt: Die Menge {—, V, A} ist eine Junktorbasis.

alternative Formulierung:
Zu jeder Formel ¢ € AL(P) existiert eine Formel 1) mit den
Eigenschaften

E2 ¢ =1 (d.h. Mod(yp) = Mod(v))

Beweis: induktiv iiber die Struktur von ¢ € AL(P)

(Konstruktion einer Formel ¢ mit den Eigenschaften E1 und E2):

Induktionsanfang: ¢ = p € P

Zu jedem ¢ = p € P erfiillt ©» = p (Ansatz) beide Eigenschaften
El ¢ € ALy A3(P), nach IA in der Def. von AL\ A}(P) und
E2 ¢ =1, wegen Mod(p) = Mod(p) = Mod(7))
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Beweis durch strukturelle Induktion — IH und IB

Induktionsschritt: ¢ ist eine zusammengesetzte Formel

IH : Zu o1, @2 € AL(P) existieren Formeln 1)1, ¢, mit

E1 91,92 € AL{- v A1(P) und
E2 Y1 = wl und Yo = wQ

IB : fiir jede mogliche Struktur (Junktor in der Wurzel) von ¢

IB—:

IBV:
IBA:
IB—:
IB<:

IBt :
IBf :

Zu p = —p; existiert eine Formel ¢ mit

El ¢ € ALy v A} (P) und

E2 o=
zu o = @1 V @ existiert eine Formel ¢y mit E1 und E2
zu p = @1 Ay existiert eine Formel ¢ mit E1 und E2
Zu ¢ = Y1 — @y existiert eine Formel 1) mit E1 und E2
ZU (p = @1 4> (py existiert eine Formel ¢ mit E1 und E2
zu = t existiert eine Formel ¢ mit E1 und E2
zu ¢ = f existiert eine Formel ¢) mit E1 und E2
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Beweis durch strukturelle Induktion — (einfache) Beweise
Induktionsschritt: Beweise
(Schritt B fiir jede mdgliche Struktur der Formel ¢ € AL(P))
B—: z.z.: aus IH folgt IB—, Ansatz: ¢ = =
Beweis: Fiir ¢ = =)y gelten

E1l ¢ € AL{- v A} (P) gilt wegen 91 € AL;— y A1(P) (nach IH)
und IS (fiir =) in der Definition von AL,y A}(P)
E2 ¢ =1 (wird gezeigt durch Mod(v)) = Mod(y))
Def.
Mod(¢) "% Mod(~¢)
P WP {01} | W(i) = 1
Def. [-]

(
{W:P—{0,1} | W(yx
(

=2 P {0,1) | W
Def. [-]

) =0}
) =0}
{W:P—{0,1} | W(—g1) =1}
Def. Mod Mod( 1) Struktur von ¢ Mod(s)

BV: z.z.: aus IH folgt IBV, Ansatz: ¢ = 17 V 1,
Beweis: Fiir ) = 11 V 1, gelten E1 wegen ..., E2 wegen ...
BA: z.z.: aus IH folgt IBA, Ansatz: 1) = 1)1 A1), Beweis : ...
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Beweis durch strukturelle Induktion — Beweise

B—: z.z.: aus IH folgt IB—, Ansatz: ¢ = —)1 V 9
Beweis: Fiir v = —)1 V 1), gelten
E1l ¢ € AL{- v A} (P) wegen ...
E2 ¢ =1 (gezeigt durch Mod(v)) = Mod(y))

Mod(x)) Mod(—¢)1 V 42)
{W:P—{0,1} | W(—tp1 Vbp) =1}

{W: P —{0,1} | max(W (=), W(y)) = 1}
P fW . P — {0,1} | W(—t1) = 1 oder W(1py) = 1}
Def. [—] {W:P —={0,1} | W(¢1) = 0 oder W(1)p) =1}
(
(¢

Def. 1
Def. Mod

Def._[[\/]]

{W:P—1{0,1} | W(p1) =0 oder W(ypp) =1}
{W:P—={0,1} | W(e1) < W(e2)}
{W:P—{0,1} | W(p1 = p2) =1}

Mod(g1 — 2) *™ """ ¥ Mod(y)

analog: B+, Bt (Ansatz: p VV —p fiir ein beliebiges p € P), Bf

™ =z

Def. <
Def._[[—>]]

Def. Mod
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Umformen von Formeln

Nebenwirkung des (induktiven) Beweises zur
Junktorbasis-Eigenschaft:

Fakt:

Jede aussagenlogische Formel kann schrittweise durch Ersetzung
dquivalenter Teilformeln in semantisch dquivalente Formeln
umgeformt werden.

(Anderung der Syntax bei unveranderter Semantik)

Beispiel:
(p—=p=—pVy)
~(p—q) = —(-pVq)
(deMorgan)
(m—p=0p)

= pA—q
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