Was bisher geschah

Wiederholung Berechnungsmodell DTM
(deterministische Turing-Maschine)

>

>

>

>

DTM M = (X, Q,T,4,qo,0)

Konfigurationen

Konfigurationenfolgen (Berechnungen)

Akzeptanz durch Halt

Nebenwirkung: Anderung des Bandinhaltes
Mehrband-TM, Simulation durch Einband-TM
Berechnung von Funktionen X* — '™ durch DTM
Berechnung von Funktionen N — N durch DTM



Darstellung von Daten

» DTM koénnen Zeichenketten akzeptieren und manipulieren
(Nebenwirkung der Ausfiithrung)

» Zeichenketten tber (endlichem) Alphabet A kénnen als
Zahlen zur Basis |A| oder |A| + 1 interpretiert werden.

Beispiele fiir Bedeutungen von Zeichenketten:

» Woérter aus Sprachen
» Zahlen
» Darstellung strukturierter Daten, z.B.

>

v v v v v v v

Tupel,

Listen,

Baume,

Graphen,

NFA, TM, ...

Konfigurationen, Konfigurationenfolgen
Programmtexte,
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Darstellung von Zahlen als Zeichenketten

» natirliche Zahlen: Unéar-, Binar-, ... -Darstellung
in Unar-Darstellung haufig sinnvoll : Yne N : f(n) = 17!

> ganze, gebrochene Zahlen: Paare natiirlicher Zahlen
mit um Trennzeichen erweitertem Alphabet,
z.B. 2/3 codiert durch Paar (2,3) in Unérdarstellung mit
Trennzeichen 0 : 11101111

» (ibliche Approximationen reeller Zahlen durch
Maschinenzahlen
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Darstellung von Zeichenketten als natiirliche Zahlen
Darstellung des Alphabets (endliche Menge):

1. (beliebige) Reihenfolge der Symbole in A festlegen:
A={an,....am)

2. Nummerierung der Symbole:
Zuordnung Vie {1,... |A|}: c(aj) =ieN

3. zur Weiterverarbeitung: Undrdarstellung ' A— 1% mit
Vie{l,...,|A}:c(a)) =1

Beispiel: A = {&, #,0, Y,

Nummerierung ¢ : A — N mit c(&) = 1,c(M) =2,c(V) =3,¢(O) =4
und ¢/ : A— 17 mit /(&) = 1,c'(d) =11, (V) = 111, /() = 1111
Darstellung von Wértern w € A* iiber endlichem Alphabet A:

1. Nummerierung und Unéardarstellung der Alphabet-Symbole (s.0.),

2. Verkettung mit 0 als Trennsymbol
c(w) =c'(wi...wy) = c'(w1)0c’ (w2)0...0c" (W)

3. Durch Interpretation der Zeichenkette ¢’(w) € {0,1}* als Binarzahl
wird w die eindeutige Zahl ¢”(w) € N zugeordnet.

Beispiel: ¢’(&Vd) = 10111011, " (VM) = 187
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Darstellung strukturierter Daten

» direkte Darstellung ¢ : D — A* der einfachen Daten d € D
(oder Numerierung in Unardarstellung analog Alphabet)

» Codierung von Paaren, Tupeln, Listen (x1,...,x,) als Woérter
z.B. (5,9,0,1) — 111111011101011

» Schachtelungen z.B. durch neue oder mehrfache Trennzeichen
z.B. (5,(9©,0),1) — 111111 ¢ 11101 @ 11
oder (5,(©,0),1) — 11111100111010011
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Beispiel: Darstellung von Graphen
(endliche gerichtete) Graphen G = (V,E) mit EC V x V

Idee:
Betrachte V als Alphabet und E als Folgen der Lange 2 iiber V

v

(beliebige) Reihenfolge der Knoten festlegen V = {v1,..., vy}

v

Numerieren der Knoten, z.B. _unér: cy:V = 1T mit
Vie{l,...,|V]}:cv(vi) = 1i+t

v

Darstellung der Kanten: cg(u, v) = cy(u)0cy(v)

C(G) = Cv(Vl)O s OC\/(V‘V|)OOOCE(U1, Vl)OO s OOCE(U|E‘7 V‘E|)

v

oder

v

Darstellung jedes Knotens v € V als Paar
(cv(v), Darstellung der Liste der Namen aller Nachbarn)
(ggf. als Tupel mit weiteren Daten, z.B. Schliissel)

v

¢(G) = Darstellung von G Graph als Codierung der Liste aller
Knoten (Adjazenzliste)

oder ...

48



Godelisierung
(Kurt Godel 1906 - 1978)
> Die bisher vorgestellten Codierungen ¢ ordnen jedem Element x der

darzustellenden Menge (Graphen, TM, Konfigurationen, ...) ein
eindeutiges Wort ¢(x) € {0,1}* zu.

> Interpretation der Zeichenkette c(x) € {0,1}* als Bin&rzahl ordnet
jedem Element x der darzustellenden Menge eine eindeutige
natiirliche Zahl ¢’(x) € N zu.

1. Beide Funktionen ¢ und ¢’ sind injektiv und Turing-berechenbar.

2. Es lasst sich algorithmisch (z.B. durch TM) feststellen, ob ein Wort
w € {0,1}* (eine Zahl n € N) die Darstellung eines Elementes ist.
(UA: Wie?)

3. Die Umkehrfunktionen ¢ : ¢(X) — X und ¢! : ¢/(X) — X sind
injektiv.

Aus jeder korrekten Darstellung lasst sich das Element x eindeutig
algorithmisch (z.B. durch TM) berechnen.

Solche Funktionen ¢ (und ¢’) heiBen Goédelisierungen.
Fir jede Godelisierung c heiBt c(x) Gédelnummer des Elementes x.
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Darstellung von TM

Definition von TM M = (X, Q,T, 4, g0, 0)
Codierung als endliches Wort iiber dem endlichen Alphabet
X' =XuluQu{L,R,N}u Klammern U Trennzeichen méglich

Die Menge aller solcher Darstellungen von TM ist eine Sprache iiber X’.

Darstellung der TM als {0, 1}-Folge:
» Alphabet, Zustinde, Richtungen in Unércodierung (aus 17)
» Trennzeichen als Folgen aus 0

Die Menge aller solcher Darstellungen von TM ist eine Sprache iiber
{0,1}.

UA: Chomsky-Typ der Sprache aller {0, 1}-Folgen, die in dieser
Darstellung korrekte Codierungen von TM sind
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Beispiel: Darstellung von TM

Darstellung von TM als Wort aus {0, 1}*
Beispiel: TM M = (X, Q,T, 4, go,0) in {0,1}* mit

X={1},T ={1,0} mitc(1) =1,c(O0) =11
Q = {qo, g1} mit Startzustand qgo: c(qo) = 1,c(q1) = 11
B ={L,R,N} mit c(L) =1,¢c(R) = 11,¢(N) = 111

> 0 ={(0,9,1,q1,R),(0,q1,1, G0, L), (1, q0, 1, G1, L)}
fiir jeden Ubergang u = (a,p, b, q,r) € 4:
Darstellung : c(u) = ¢(a)0c(p)0c(b)0c(q)0c(r)

v

v

v

c(0,q0,1,q,R) = 11 0.1 0 1 0 11 0 11
N N N
[m] qo0 1 q1 R
c(d,q1,1,q0,L) = 11011010101
c(1,q0,1,q1,L) = 1010101101
Darstellung der TM M (§ geniigt):
C(M) = C(qu071aq17R)OOC(D7q1717q07L)Ooc(laq0717q17L)

= 1101010110110011011010101001010101101
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Darstellung von TM-Konfigurationen

Konfigurationen einer TM M = (X, Q,T, 4, qo, O):
upvel* x Q xI'*

» Darstellung von u und v als {0, 1}-Folgen (wie bisher)
» Darstellung von p als Unérzahl

» Markierung der Kopfposition
(Position der als Zustand zu interpretierenden Zeichenkette)
z.B. durch doppeltes Trennzeichen nach dem Zustand

Beispiel: TM von voriger Folie
Startkonfiguration O g 11 ~ 11 0 1 00 101
—— — —_— —— ——

u v c(u) c(qo) c(v)

52



Universelle (programmierbare) TM

Definition einer DTM M = (X, Q, T, 4, go, O0) ist eine
endliche Beschreibung zur
Berechnung einer partiellen Funktion f : X* — '*

Eingabe: w e X*
Ausgabe:  » Halt und fyy(w) € I'* oder
> kein Halt

Es existieren universelle TM (programmierbare TM) U, die
» endliche Beschreibungen jeder TM M interpretieren und damit

> die Berechnungen jeder TM M simulieren
(den durch die TM definierten Algorithmus ausfiihren) kann
insbesondere gilt YV DTM M Vne N : fy(c(M), n) = fp(n)

endliche Beschreibung einer TM ist Programm zur
Berechnung einer Funktion / Ausfithrung eines Algorithmus
(durch eine universelle TM)
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Darstellung von Problemen als Sprachen

Aufgaben (Probleme): Zuordnung zwischen
» Eingaben
> passenden Ausgaben

(oft strukturierte Daten)

Aufgabe: Abbildung = Menge von Paaren (Eingabe, Ausgabe)
(tibliche Codierungen)

Spezialfall Entscheidungsprobleme: Ausgabe € {0, 1}
> definiert eine Eigenschaft auf der Menge aller Eingaben
> reprasentiert durch Urbild der 1

» charakteristische Funktion der Menge der Eingaben mit dieser
Eigenschaft
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Aufgaben und Instanzen — Beispiele

» Enthaltensein in einer Folge (von Elementen des Typs E)
Aufgabe: F = {((x1,...,%n),y) € E* x E|
Jke{l,....,n} :xx =y}
Menge aller Paare ((xi,...,X,),y) mit
yeE{Xt,. .., Xn}
Instanz: ((1,3,4,6),4) (Gilt ((1,3,4,6),4) € F?)
Ja, ((1,3,4,6),4) € F, weil 4 € {1,3,4,6}
Losungsverfahren: (beliebiges) Suchverfahren in Folgen
» SAT (Erfullbarkeitsproblem der Aussagenlogik)

Aufgabe: SAT = {p € AL | Mod(p) # &}
Menge aller erfiillbaren aussagenlogischen Formeln
Instanz: —aA(avbvc)Aa—cna—b
(Gilt (maA(avbvc)a—cA—b)eSAT ?)
Nein, weil Mod(y) = &
Lésungsverfahren (Entscheidungsverfahren):
> semantisch: Wahrheitswerttabellen
> syntaktisch: Kalkiile, z.B. Resolution,
aquivalente Umformungen von ...zu ...
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Beispiel: Graphen-Probleme

» k-Farbung eines Graphen G = (V, E):
Abbildung f: V — {1,2,... k}
» Farbung f von G = (V, E) ist konfliktfrei
gdw. Vxy € E : f(x) # f(y)
kCOL = {G | 3f : f ist konfliktfreie k-Farbung von G }

Hamilton-Kreis in G = (V, E):
Kreis in G durch alle Knoten in V

HC = {G | G ist ungerichteter Graph und G enthilt
Hamilton-Kreis }  (Hamiltonian Circuit)

DHC = {G | G ist gerichteter Graph und G enthalt gerichteten
Kreis durch alle Knoten }  (Directed HC)
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Beispiel: TM-Probleme als Sprachen < {0, 1}*

{we{0,1}* |3 TM M mit w = c¢(M)}

Menge aller Binarwérter, die korrekte Codierungen von TM sind

{we{o,1}* [3TM M = (X,Q,T,,q0,0) mit w = c(M) und Q = {qo}}

Menge aller (Codierungen von) TM mit genau einem Zustand

L={we{0,1}* |3 TM M mit w = ¢(M) und Ly = &}
Menge aller TM, die keine Eingabe akzeptieren

H={we{0,1}* |3 TM M mit w = ¢(M) und w € Ly}

Menge aller TM, die bei Eingabe ihrer Codierung halten
(spezielles Halteproblem)

D={we{0,1}* |3 TM M mit w = ¢(M) und w ¢ Ly}
Menge aller TM, die bei Eingabe ihrer Codierung nicht halten
(Diagonalsprache)
UA: Warum gilt D # H ?
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Codierung in natiirlichen Zahlen

DTM akzeptieren / manipulieren Zeichenketten.

Die meisten Berechenbarkeitsmodelle (z.B. Programme, rekursive
Funktionen) rechnen aber mit natiirlichen Zahlen.

Das ist keine Einschrankung der Allgemeinheit,
denn man kann jedes strukturierte Datum in eine einzige natiirliche
Zahl codieren.
Vorgehen wie in den vorangegangenen Beispielen:
1. Darstellung als Zeichenkette c(d) € {0, 1}*
2. Interpretation von c¢(d) als Binarzahl ¢/(d) e N

Bei Berechnungen mit Zahlen ist der Umweg (iber Zeichenketten
oft zu aufwendig.

deshalb gesucht:
direkte Codierung und Decodierung strukturierter Daten in
natiirlichen Zahlen

58



Codierung von Zahlenpaaren

gesucht sind (TM-)berechenbare Funktionen
Konstruktor: C : N> - N

Destruktoren: P;, P, : N —> N

Testfunktion: T :N — {0,1}

mit den folgenden Eigenschaften (Spezifikation):

Vxl,x2eN . Pl(C(Xl,XQ)) = X1
VXl,XQEN . PQ(C(Xl,XQ)) = X2
VxeN : T(x)=1 o 3x;,xeN:x=C(x,x)

verschiedene Moglichkeiten, z.B.:
> C(Xl,X2):(X1+X2)(X1+X2+1)/2+X1
> C(Xl,Xz) = 24 (2X2 + 1),
> C(Xl,Xz) = 2% .3%

UA: jeweils C(2,3), C(3,2), T(10), T(12), P1(12), P»(12),
Algorithmen fiir T, P;.
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Codierung von Listen

Konstruktor L : N* — N
Destruktoren D; : N — N.

zwei (von vielen) Méglichkeiten:
> mittels einer Paar-Codierung C
IA: L([]) =0
IS: Vae NVwe N*: L([a]ow) = C(a+1,L(w))

» direkte Kodierung als Produkt von Primzahlpotenzen
L([Xo,xl, . ,xn]) —pxotl gatl . .. p(n)X”+1.

UA: jeweils L([]), L([5]), L([2,3,0]), Algorithmus fiir D;

UA: die Funktion p : n— die n-te Primzahl, also

p(0) =2,p(1) =3,p(2) =5,... ist algorithmisch berechenbar.
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Codierung von Baumen

Motivation
» allgemein: Baum = Term in einer Signatur,

» Signatur: endlichen Menge von Funktionssymbolen mit
zugeordneter Stelligkeit.

> Bsp: & = {(f,2),(g,1),(a,0)},
t = f(F(2,g(2)), a) € Term(X).
Notation root(t) = f,args(t) = [f(a,g(a)), a].
» wird z.B. benétigt, um (pradikatenlogische) Formeln als
Zahlen zu kodieren.
Realisierung: B(t) = C(num(root(t)), L([B(t1),...,B(tk)]))
mit args(t) = [t1,...], Paar-Kodierung C,
Listen-Kodierung L, sowie Symbol-Nummerierung num fiir
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