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Aufgabenblatt 6 vom 24.11. (Lésungen)

Finden Sie das Minimalpolynom von a = v/2 + v/3 4+ /5. Welche anderen Nullstellen
hat dieses Polynom?

Mit folgenden zielgerichteten Umformungen lésst sich die Zahl der Wurzelsymbole reduzieren
und schliellich ein Polynom in a mit ganzzahligen Koeffizienten gewinnen:

a—V2=V3+5
=a>-2aV2+2=8+215
=a>-6=2 (a\/§+\/15)
= (a?=6)" =4 (20> + 15+ 2av/30)
= 8av30 = (a>—6)> —4 (2a® +15) = a* — 20> — 24
= 1920a® = (a* — 20 % — 24)°
= a® —40a% + 352a* — 960 4% + 576 = 0
Da dieses Polynom irreduzibel iiber Q ist, ist es das gesuchte Minimalpolynom

p(z) = 28 — 40 2% + 35221 — 960 2% + 576

Dessen acht Nullstellen lauten ++v/2 + /3 + /5.

Das Minimalpolynom kann auch mit dem Verfahren mit unbestimmten Koeffizienten wie in
der Vorlesung bestimmt werden. Details in serie-6.txt.

Kennt man alle Nullstellen aq,...,as des Minimalpolynoms und kann (wie in diesem Fall
einfacher Quadratwurzeln) mit Polynomen iiber dem Kérper k& = Qay, ..., ag] rechnen, so
kann das Minimalpolynom auch als distributive Normalform von

p=(x—ai) ... (x—ag) € k[z]

berechnet werden, da die Koeffizienten dieses Polynoms in Z liegen. Eine Beispielrechnung
dazu in serie-6.txt.

Beweisen Sie die Beziehung

3 . 2
a = tan (117[') + 4 sin (1171'> =+v11.

Rechne mit u statt {7 und ersetze sin(2u) nach der Halbwinkelformel fiir Tangens, um die
Zahl der Kerne zu reduzieren. Wende schliefflich trigexpand an, um alles auf den einen Kern



tan(u) zu bringen. Bestimme das Minimalpolynom fiir tan(u) wie in der Vorlesung und zeige,
dass der Zihler von o — 11 ein Vielfaches des Minimalpolynoms ist. Details in serie-6.txt.

Eine interessante Formel verbindet die Zahl 7 mit dem Goldenen Schnitt ¢ = 1+T\/g:

=4 <arctan <1> + arctan <1>)
T = p 3 .

Beweisen Sie diese Formel.

Wegen tan (%) = 1 und n&herungsweiser Giiltigkeit der Formel muss nur

tan <arctan <;> + arctan <¢13>> =1

gezeigt werden. Das ist mit trigexpand und ratsimp schnell getan. Details in serie-6.txt.

Vereinfachen Sie ¢ = (21/2 + 31/3)71 indem Sie diesen Ausdruck als Summe von
Einfachwurzeln darstellen.

Wir setzen wie in der Vorlesung a = 2'/2 und b = 3'/3, rechnen also mit algebraischen Zahlen
a und b mit a®> — 2 und b* — 3. Wir setzen

mit unbestimmten Koeffizienten an und bestimmen diese aus der Bedingung ¢ (a + b) = 1
durch Koeffizentenvergleich. Das dabei entstehende lineare Gleichungssystem hat genau eine
Losung, aus der die Antwort

go=—-2ab’+30>—3ab+4b—4a+6

generiert werden kann.



