Zahlenbereiche - Natiirliche Zahlen N ameE B

Peanosche Axiome (naturliche Zahlen bei Null beginnend):

(1) Nullist eine Zahl.

(2) Jede Zahl hat einen Nachfolger.

(3) Nullist nicht Nachfolger.

(4) Keine Zahlist Nachfolger zweier verschiedener Zahlen.

(5) Kann eine fur Null geltende Eigenschatft von einer beliebigen Zahl auf deren
Nachfolger gefolgert werden, so gilt sie fur jede (natirliche) Zahl.

Benennun g (Einfuhrung) der natirlichen Zahlen als Nachfolger der Null:
Null: 0, Nachfolger von O: 1, Nachfolger von 1: 2, Nachfolger von 2: 3, usw.
Nachfolgerfunktion (weist jeder Zahl n ihren Nachfolger zu): suc bzw.': suc(n), n’

Vergleichsrelationen: =, <, >, <, 2, #

Gleichheitsrelation (reflexiv, symmetrisch, transitiv): suc(0) =0' =1, usw.

Kleinerrelation (irreflexiv, asymmetrisch, transitiv): < n<n',n <(n)", usw.
GroRerrelation (irreflexiv, asymmetrisch, transitiv): > m>nfirn<m
Kleinergleichrelation (reflexiv, antisymm., transitiv): < m <n firm <n oderm=n
GrolRergleichrelation (reflexiv, antisymm., transitiv): = m =n firm >n oderm =n
Ungleichheitsrelation (irrefl., symmetr., nicht trans.): # m#n firm<nodern<m
Operationen:
Minimumoperation (idempotent, komm., ass.): min
min(m, n) =m fir m<n,sonst =n
Maximumoperation (idempotent, komm., ass.): max
max(m, n) =n fur m<n,sonst =m
Nachfolgeroperation (k-facher Nachfolger): msuc(m , k)
msuc(m , 0) =m, msuc(m , k') = (msuc(m , k))'
Additionsoperation (kommutativ, assoziativ): summ(m, n)=m+n
m+0=m m+n'=(m +n)
Multiplikationsoperation (kommutativ, assoziativ):  prod(m, n) =m On
mOd0=0 mOn'=m0n+m
Potenzoperation (nicht kommut., nicht assoz.): power(m, n)=m~n
mO0=1 mnN' =mNOm
Gesetze:
Kommutativitat: m+n=n+m m On =n Om
Assoziativitat: (m+n)+k=m+(+k) (m0On)DOk=m0O(n Ok)
Distributivitat: (m+n) 0Ok =m0k +n Ok
Neutrale Elemente: m+0=m m0O1l=m
Rechtsneutr. Element: ml=m
Rechenregeln (fur natirliche Zahlen m, n, k):
Wenn m=n so gilt: m+k=n+k m Ok =n Ok
Wenn m=n und 0<m so gilt: mk=nk
Wenn m<n so gilt: m+k<n+k
Wenn m<n und O0<k so gilt: m Ok <n Ok
Wenn m<n und 1<k so gilt: mk<nk

Wenn n<k und 1<m so gilt: mnN<mk



