Zahlenbereiche - Natiirliche Zahlen N ameE B

Peanosche Axiome (fur naturliche Zahlen):
(A1) Null ist eine Zahl.

(A2) On:On' Jede Zahl n hat einen Nachfolger n'.

(A3) -0n'=0 0 ist kein Nachfolger.

(A4) m =n" -5 m=n Keine Zahl ist Nachfolger verschiedener Zahlen.
(A5) (P(0), On :P(n) - P(n)) - On:P(n). (Vollstand. Induktion).

Eine Beziehung gilt fur alle Zahlen, wenn sie fur O gilt und
wenn die Beziehung von n auf n' gefolgert werden kann.

Einfihrung und Benennung der natirlichen Zahlen als Nachfolger der O:

(D1) 0'=1,(0)=1=2,(0) =2"= 3, usw. (explizite Definition)
Definition der Addition zweier natirlicher Zahlen: Summe m +n :

(D2) n+0=n (Addition der Null)
(D3) m+n'=(m +n) (Addit. d. Nachfolgers)
Definition der Multiplikation zweier natirlicher Zahlen: Produkt m [On :

(D4) nd00=0 (Multiplik. der Null)
(D5) mOn'=m0On +m (Multipl. d. Nachfolg.)

Nachweis von Eigenschaften der nattrlichen Zahlen mittels vollstandiger Induktion:
Folgerung der Eigenschaften der Addition:

(D3)=> n+1=n+0"=(n+0)'=n' (Addition der Eins)
Aus (k+m)+0 = k+m = k+(m+0)
folgt (k+m)+n = k+(m+n) (Assoziativitat)

wegen  (k+m)+n' = ((k+m)+n)' = (k+(m+n))' = k+(m+n)' = k+(m+n").
Aus 0+0=0=0+0 folgt O+n =n+0=n

wegen 0O0+n' = (0+n)' = (n+0)' =n' =n'+0, sowie

aus 1+0=1=0+1 folgt l+n=n+l=n'

wegen 1+n'=(1+n)' =(n+1l)' =(n') =n'+l und

damit m+n = n+m (Kommutativitat)

wegen n+m'=(n+m)' = (m+n)' = m+n' = m+(n+1)
=m+(1+n) = (m+1)+n = m'+n.
Folgerung der Eigenschaften der Multiplikation:

(D5)=> mOL =mD' = mD+m =0+m =m., (Multiplik. d. Eins)
Aus (k+m)D =0 = 0+0 = kO+m[D
folgt (k+m)Ch = kCh+m(h (Distributivitat)

wegen  (k+m)Ch' = (k+m)Ch+(k+m) = (KCh+m[h)+(k+m)
= k[Ch+(mCh+(k+m)) = KCh+((mOh+k)+m) = kCh+((k+mh)+m)
= k[h+(k+(mCh+m)) = (kCh+k)+(mCh+m) = kCh'+mh'.
Aus 0OM=0=000D folgt O =mD=0
wegen OCm'=00n+0=mDO+0=0+0=0=m'0 und
damit nCn = mCh (Kommutativitat)
wegen n'On = (n+1)Cm = nCm+100n = mCh+m = mCh'.
= (m+1)+n = m'+n.
Aus (kCm)M=0=0+ 0 =kDO+mD
folgt (kCm)Ch = kOmh) (Assoziativitat)
wegen (kOm)h' = (kOM)Ch+(kOm) = kOmh)+kOm
= (mh)k+mk = (mCh+m)k = (mCh')(k = kOm@[h").



